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第 一 章 ” 仿 射 几何 学 的 基本 概念 


本 课程 主要 研究 射影 几何 ， 在 第 一 合 我 们 介绍 售 射 此 何 的 世 
全 投 念 ,作为 从 欧 氏 几何 过 访 他 射影 几何 的 桥 染 , 


1. 1 平行 射影 与 仿 射 对 应 

我 们 米 考 虑 同一 玉 面 办 直线 a 到 直线 a' 的 平行 射影 (图 上 
1)， 设 为 平生 上- -二线 , 与 4 发 a' 都 不 平行 ， 通 过 直线 a 上 闭 
点 4, B, CD, … 作 二 的 平行 线 , 交趾 于 4，B',0,D',…, 这 样 便 定 
义 了 直线 4 到 直线 a' 的 一 个 映射 ， 称 为 平行 射影 或 适 视 食 射 ，a 
上 的 点 是 原 象 点 ,w 上 的 对 应 点 是 映 象 点 , ? 是 平行 射影 的 方向 , 记 
这 个 透视 仿 射 为 下 则 写 水 一 2(4),…。 明 显 地 , 平行 射影 和 方向 
有 甘 , 方向 变 了 , 就 得 出 苍 外 的 透视 仿 射 


图 1.1 和 


现 设 同 -一 平面 内 帮工 条 直线 @， 呈 . …、 呈 ( 图 1 2 用 人 


Do 
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To …, 人, ， 顺 次 表示 a1 到 oa，m 到 4s,"…，4,.1 到 ev 的 避 视 仿 
射 , 经 过 这 一 串 平 行 射影 ，ai 上 的 点 和 gs 上 的 点 建立 了 一 个 一 一 
对 应 , 称 为 四 到 5 人族 人 和 村 人 和 
ZT, Ts，…， TD。 4 榨 这 个 顺序 的 来 名，(4) 一 和 iaZi(4D) 一 
人 TB) 二 Bn, 等 等 ， 注意 书写 的 顺序 服 平 
行 投影 的 先后 顺序 是 相反 的 , 仿 射 是 由 有 有限 回 的 平行 射影 组 成 的 ， 
所 以 信 射 是 透视 仿 射 链 或 平行 射 彩 铁 、 透 视 仿 射 是 最 简 仿 射 ， 要 
断定 一 个 仿 丑 是否 足 透视 仿 射 ， 只 要 看 康 象 点 和 喘 票 扩 的 联 线 是 
否 都 平行 

仿 虹 可 以 定义 平 徊 到 平 画 zx/ 的 采 行 射影 或 透视 仿 身 多 平 
行 射影 的 方向 二 要 求 既 不 与 天 又 不 与 二 平行， 射影 方向 改变 了 
就 得 出 另外 的 从 = 到 的 透视 仿 射 车 (4) 二 4'，T(B)=BB'， 
WO 一 Co 县 4 BC 共 线 , 则 易 见 4', B,C' 也 共 线 ， 设 以 = 表 直 
线 ABO, 也 好 表 直 线 出 BC 《图 1. 3), 则 写 ed 如 

所 以 一 平面 间 的 平行 射影 将 
一 平面 上 的 点 里 射 为 第 二 平面 上 
的 点 ， 将 一 平面 上 的 直线 喘 射 为 
第 二 平面 上 的 直线 ， 我 们 说 进 规 。 

内 保留 罩 吉村 ( 即 儿 何 元 素 点 
各 桂 的 和 国 1.3 

线 与 直线 间 交 透视 仿 射 有 一 个 自 对 应 点 《如 果 这 两 线 相 

交 》， 即 丙 线 的 公里 点 ， 因 笠 , 在 平 到 平 六 的 通 视 仿 身 下 半 丙 平 
而 相交, 则 交 线 9 为 自 对 应 点 的 轨迹 , 称 为 对 应 币 ， 对 应 直线 a 与 
时 或 相 辫 二 轴 上 ,或 者 点 灿 平 行 。 点 在 直线 上 , 称 为 点 与 直线 相 接 
起) 对 于 原 象 , 点 4 与 直线 a 接合, 对 于 映 象 ， 点 
4 与 直线 a 接合 , 我 们 说 法 夫 信和 保留 息 爹 此 ， 

仿照 直线 到 直 绕 的 仿 射 ， 平 而 到 平 曾 的 仿 射 是 由 有 限 回 的 平 

4 3 本 


一 本 


. | 1.2 失身 不 谈 性 与 不 变量 3 
行 射 影 组 成 的 , 或 者 说 , 念 射 是 遂 视 信 射 链 ， 


1.2 仿 射 不 变性 与 不 变量 
一 切 透 视 仿 射 不 改变 的 性 质 和 数量 ， 称 为 仿 射 不 奕 性 和 
售 射 不 竟 量 。 经 过 仿 射 变 换 它 们 是 不 改变 的 ， 经 过 任何 仿 射 变换 
本 改变 的 图 形 .性质 和 数量 ， 称 为 依 射 图 形 。 依 和 
以 上 所 述 可 知 , 回 素性 ,接合 性 臣 信 射 不 变性 ， 由 此 推 知 ， 仿 射 灾 
换 将 基线 点 映射 为 共 线 点 , 将 共 点 线 颇 射 为 秩 忘 线 ， 现 在 证 明 : 
定理 1 二 直线 问 的 平行 性 是 念 射 不 变性 . 
证 明 设 wt 是 平面 < 内 的 两 条 平行 线 ,a'， 中 是 它们 在 平面 
各 内 的 仿 射 映 象 , 因此 只 要 求证 4’ #5 
车 a' 与 不 平行 而 相交 于 一 点 P'( 图 1.4)， 且 设 P 为 P 的 
原 象 点 , 那 末 由 十 仿 射 保留 接合 福 ， 点 了 应 该 既 在 a 上 义 在 5 上， 
即 是 说 a 和 是 相交 而 不 平行 了 ， 所 以 肥 证 了 a 六 


TH 


图 1.4 


又 平行 四 边 形 是 仿 射 不 变 图 形 . 
定义 设 4 忌 , 巡 为 共 线 三 点 ; 这 三 点 的 黄 岂 (dBC] 定 义 为 下 
述 有 向 线段 的 比 :  ， v 
1 
i 人 ca- 名. “有 外 . 
~ —— Bo. 
人 在 线段 AB 上 时 , 莘 比 (4BO)<0, 在 4B 的 妹 长 线 上 时 ,ABC) 
>0. 
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往 解 析 几 何 中 讲 过 线段 的 定 比 分 割 ， 着 点 局 分 割 线段 4B 的 
分 割 比 记 为 出 


i A0 4A0_ 
“OB™ -BO 


所 以 简 比 L480O) 等 于 点 《 分割 线段 44B 的 分 割 比 的 相反 数 . 


= —{ABO). 


-证明 首先 注意 , 对 于 延 视 : 仿 射 ， 即 对 于 - 一 回 平 行 射影 ， 这 由 
初等 几何 是 明显 的 (图 1.1 和 1. 3 上 节 )， 因 此 ， 勾 过 透视 仿 射 链 简 
比 也 保持 不 变 . 

定理 3 本 入 平 抽 线 民 文 比 py 
是 仿 射 不 变量 ， 

证 明 可 由 上 述 定理 推 得 ， 
设 48 与 CD 是 平面 > 内 的 平行 E' ’ 
线段 , 4'B' 与 OD' 是 它们 在 平面 
7X” 内 的 仿 射 象 (图 1. 5)， 由 定 
理 30OD'j A'B'. 图 1.5 

在 平面 内 ,过 点 C 作 CEJDB 交 .4B 于， 在 平面 x' 内 过 
点 CC 作 0CBFAD'B' 交 4B" 十， 容易 看 出 如 是 玉 的 仿 射 象 . 
由 定理 2, C488) = C4'5'B'), 即 | 


AB_AB ,» AB A'B' 
BB EB Op COD" 
定理 4 一 直线 上 侍 丙 是 从 射 不 变量 . 


请 读者 自 证 . 

注意 ; 我 们 证 明了 ， 共 线 或 平行 二 线段 之 比 经 过 仿 射 变换 不 
变 , 但 任意 二 线段 之 比 在 仿 射 变换 下 并 不 保 久 ， 

现在 我 们 来 证 明 二 图 展 的 茄 积 之 比 也 是 仿 射 不 变量 ， 我 们 鞠 
引进 下 述 引 再: 


1.2 六 射 丰 变性 与 永 变 基 5 
引 理 : 在 适 视 入射 二 ， 任 何 一 对 对 应 点 到 对 应 轴 约 距离 之 比 


是 一 个 常 熬 ， 
设 和 4 与 4， 如 与 BB 是 两 对 透视 仿 射 对 应 点 (图 1. 6)， 


证 明 
从 而 44' 六 BB', 用 之 些 点 向 对 应 轴 作 垂 线 Ado, A'ds, BBo, B'B,: 
车 48,， 4'B' 与 办 9 平行 ， 引 埋 是 明显 的 ; 设 48 与 4B 相交 十 轩 


9 上 一 点 天, 由 相似 三 角形 得 
444 AK 由 4 4X 
Bao BX BH, ~ BR 


但 
4A AAo 


交换 比 刚 外 项 得 


AAs BB 
44 BD， 一 常数 ， 


这 常数 亡 随 给 定 的 透视 仿 射 而 定 . 


| 
图 1.5 图 1.7 
利 央 这 引 理 , 我 们 还 明 ; 
竹 信 射 变 撞 下 ， 住 征 一 对 对 应 三 角形 面积 之 比 洁 于 
形 面 积 舍 芭 本 


定理 5 
常数 ， 换 名 话说， 和 任 坊 两 从 三 
证 明 先 对 透视 念 射 迹 明 这 个 定 硅 ， 肯 推广 到 -~- 艇 仿 壬 ， 证 


1 
了 


站 
一 一 a 


_ 让 笃 一 并 护 财 几何 学 的 基本 概念 
明 分 为 两 步 ， 
第 一 步 设 对 应 工 攻 形 48C 和 各 B'C' 有 两 对 对 应 顶点 4# 和 
4,B 和 B' 重合 在 透视 仿 射 对 应 轴 gg 上 (图 1.7). 
由 第 三 对 对 应 顶点 和 C" 在 两 个 二 角形 各 自 的 平面 上 问 对 
应 加 8 作 垂 线 CO 和 COo, 刚 
入 4BC OO, 
AABG CC 
由 引 理 , 等 式 右 通 为 一 常数 无 所 以 A4BC kA4BC. 
第 三 于 ;一般 情 沈 . 


CC 
图 1-8 


如 图 上 8 所 示 , 入 4ABC 与 医 透 视 仿 射 对 应 三 角形 入 4 中 ， 
三 对 对 应 边 相 交 于 对 应 加 9 上 。 由 第 一 步 证 明 得 
ANMBO'-- ACYX ABIZ— NANA'YSD 
ACYK1 EABEZ— FAAYS 
ECAOYTXI+ABIZ— AAYZ) 
一 下 人 4BC。 
当 AABC 与 入 48B8C 有 一 对 对 应 边 例如 4 下 和 4 二 与 9 平 
行 时 , 点 多 不 存在 ,但 易 见 定理 仍 成 立 ， 


本 1.3 仿 针 不 变性 与 不 空 区 7 

对 于 一 坷 平行 身影 即 透 视 仿 射 证 明了 定理 ， 我 们 进一步 对 于 
一 般 仿 射 证 明 这 定理 . 

设 平 面 1 上 的 三 角形 入 经 过 透视 仿 射 了 了 芝 换 为 半 桓 8 
上 前 三 角形 态 :. 入 经 过 透视 仿 诸 T 变换 为 平面 zs 上 的 革 角形 
AAs 以 下 类 推 , 直 全 最 拷 变 模 为 平面 r。 王 的 二 角形 入 同样 平 而 
zl 上 的 三 角形 01 施用 同一 中 透视 仿 射 变换 为 rw 的 三 角形 ov。 
没 引 理 中 所 说 的 常数 鼎 次 为 二, Ez,…， Es， 于 是 接 已 证 部 分 ,车 
加 古训 …hn -1 二 (常数 ), 则 有 

太一 

从 和 而 有 和 ,=4A3 问 理 有 cs 一 ke 


六 在 和 和 
所 以 在 人 一 全 全 
系 1 让 仿 册 本 六 下 。 全 向 一 对 对 这 区 地形 面容 交 比 时 了 
数 ， 换 名 话说 , 人 性 意 王 个 多 这 形 面 积 之 比 是 仿 射 不 受 量 . 


为 了 证 明 ， 上 要因 多 过 下 分 最 十 且 之 和 


系 2 在 仿 遇 交换 下 ，. 信 京 天 条 寺 半 西昌 各 所 国 点 的 面积 之 


为 了 证 肌 后 1 机 三 要 未 民 信 是 到 横 下 对 对 应 的 员 轩 二 
所 了 围 成 的 面积 ，S。 和 中 是 这 一 对 封 闲 曲线 的 内 接 边 形 的 面 
积 , 它们 六 和 五 对 应 着 的 ， 在 4->oo 下 且 各 边 赵 于 零 的 条 件 下 ， 
世 - limd», A' =limSn; 


包 呈 co 


但 已 证 
80 一 8 
取 棚 限 得 
A'=%A. 
仿 此 用 和 吾 直 示 另 外 一 对 对 应 的 封 闲 曲线 所 图 成 的 面积 ， 
则 B'==EB， 所 以 有 


pe Pe er EE hebben spp sp rep et 
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革 机 


B B 


1.3 平面 到 自身 的 焉 视 念 射 


谋 闻 | 为 从 平面 5 到 zz 的 透 
视 仿 射 ， 射 影 方向 为 ;Ys 为 从 
平面 xl 到 x 的 透视 仿 射 , 射影 方 
问 为 1 《加 1.97。 人 TT 将 x 上 一 
点 生 映 射 为 x! 上 的 点 41, dd 
13 3 将 fi 上 的 点 4 射 加 为 
圭一 点 二，414d' 六 i， 所 以 透视 
仿 射 变换 ZT， 和 ZT 的 梁 积 P= | 
za7 将 上 的 点 4 变换 为 本 身上 > 
的 点 44。 同 样 ， 设 TY.(B)=B，， 图 1.9 
T.(B1) 二 BB， 于 是 仿 射 空 换 定 具有 这 样 的 性 质 ， 它 将 上 的 点 变 

为 x 上 的 点 :了 (4) 一 A',T(B8)==B'， 它 还 将 x 上 的 直线 4==48 桨 
为 工 上 的 直线 @ 一 和 4 有, 即 是 说 , 开 保 留 同 素性 和 结合 性 . - 

T, 将 z 上 的 相交 直线 4 和 ?变换 为 :上 的 相交 直线 o 和 
5 za 把 rt 上 这 上 商 相 交 直 线 gj 和 可 变 回 为 上 两 相交 直线 引 和 
8， 国 而 卫 将 上 的 相交 直线 < 和 变 为 + 自身 上 的 相交 直线 
和 

同样 ,了 将 x 上 的 平行 线 变 为 x 自身 上 的 说 行 线 . 

由 于 2 和 TT; 保留 简 比 , 所 以 了 保留 简 比 . 

由 于 A41 BB A1A JVsf B18', 所 以 平面 4414' 让 平面 
BBIB'.， 这 琴 平 行 平面 和 zz 的 交 线 44 和 BB' 干 是 平行 , 即 是 说 ， 
在 变换 人 下 , 对 应 点 的 联 线 44', 88' 具有 固定 的 方向 

显然 和 xi 的 交 线 9 上 每 一 点 经 过 和 不 变 ， 


1.4 平 贞 内 的 一 一 般 仿 身 9 


我 们 称 到 为 平面 也 到 自身 的 透视 仿 射 , 它 将 点 变 为 点 ， 直线 变 
为 直线 ,保留 接合 性 , 保留 平行 性 ， 保留 入 比 ， 保留 平行 线段 的 比 ， 
保留 两 图 形 而 积 的 比 , 并 且 对 应 点 的 腾 线 相 平行 , 还 有 一 条 直线 多 
它 上 面 的 每 一 点 为 自 对 应 点 ， 

9 称 为 平面 斑 自 身 的 适 视 信 射 对 点 轴 ，44' 给 出 透视 仿 射 的 
方向 . 

一 对 对 应 直线 或 者 相交 在 对 应 轴 上 ， 或 都 与 对 应 轴 平 行 . 


定理 平面 内 的 遵 视 仿 射 由 对 应 执 与 一 对 对 频 专 完全 决定 . 

证 明 设 已 知 对 应 轴 g 与 一 
对 对 应 点 4， 相 ，B 为 平面 上 任 
一 已 知 点 ， 我 们 要 证 明 召 的 透视 
仿 射 象 召 可 以 叭 -一生 确 定 ， 

联 直 线 48B， 返 与 对 应 轴 相 
交 于 点 下, 联 飞 与 录 ， 则 4 与 图 1.10 
4 天 是 一 对 对 应 直线 .过 B 引 A4' 的 平行 线 , 与 百 对 应 的 点 B' 就 
只 能 是 这 直线 与 4' 卫 的 安 点 , 所 以 是 唯 - -确定 的 、 

话 读 者 日 行 考虑 ， 当 4BV9 或 吾 在 44 上 时 ， 吾 如 何 确定 ? 


1.4 平西 内 的 一 般 仿 射 


平面 到 晴 身 前 有 限 回 迁 视 仿 射 链 姐 成 平面 内 的 仿 身 或 慷 射 变 
搁 、 凡 半 面 到 平面 的 优 射 所 具备 的 性 质 ， 平 面 到 自身 的 仿 射 也 其 
备 . 

定理 给 定 平面 内 的 两 个 三 角形 ， 至 多 利用 三 回迁 视 傍 射 可 
使 一 个 三 角形 变 为 荔 一 三 角形 . 

证 明 把 A4BC( 图 11) 平移 到 A4BiC 使 顶点 44 落 在 由 
王 ， 我 们 把 平移 看 作 得 视 仿 射 的 特例 ， 记 帮 到 ， 因 为 这 上 时 对 应 畏 


人 
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图 1.11. 


虽 不 存在 (对 应 迅 相互 平 f 和 ,但 对 应 顶点 揭 联 线 是 相互 平行 的 . 然 
后 以 直线 4'B1 作为 不 视 仿 对 对 应 铀 ， 以 CC 作为 一 台 如 应 点 
确定 一 个 透视 信 射 Fa， 最 后 以 40 为 对 应 轴 ， 以 B13B' 作为 一 
对 对 应 点 确定 一 个 透视 仿 射 T，， 这 样 ， 
TABO) -= A'BO,, TAA'BON = A'BO', 
PTAA BON=ABO. 
轿 了 一 2T 则 了 为 仿 射 变换 , TCAB80)=4B'O", 
寻 暴 两 三 角形 有 一 对 顶点 重合 ， 闭 来 利用 两 加 透视 仿 射 就 够 
了 ,如果 有 两 对 质点 重合 利 则 -~- 回 透 视 仿 射 就 够 了 . 
经 过 仿 射 塞 换 避 以 互相 转换 的 图 形 软 为 仿 射 蔻 价 的 ， 所 以 竺 


平面 仿 射 几何 基本 定理 设 Pl, Ps，Ps 是 平面 内 不 共 线 的 任 
意 三 点 } Pl, Pi，Pa 也 是 不 共 线 的 任意 三 点 ， 那 末 存 在 一 个 也 只 
个 仿 射 变换 了, 使 TEP,}y 二 Pi (i=1,2,3)， 换 名 话说, 三 对 对 上 应 点 
( 原 斥 不 共 络 , 映 象 也 不 共 线 ) 站 定 唯一 仿 射 变 换 . 


本 ie 


1,5 申 射 变换 的 代数 表示 发 未 11 


证 明 Pi, Ps, Pp; 和 PP’, Ps, Ps 各 构成 一 二 角形 由 上 一 定理 
沁 有 仿 射 全 存在 使 TP = Pi, TCP2): -P33，T(Ps3) 二 Pl， 这 衣 让 
明了 存在 性 ， ” 

现在 假设 他; 是 任 一 仿 射 也 使 P. >P! (i =1,2,3)， 我 们 米 证 
明子。 = 在 平面 内 任 取 一 铝 P, 它 和 入 PiPaePs 某 一 顶点 的 联 线 
交 尘 边 于 一 点 ,例如 图 1. 12 上 ，PiP 与 PzPs 奖 于 点 Q， 设 TT(P) 
二 ,TCQ) 一 好 TP) 二 忆 ，T400) 二 @%， 由 于 人 和 T4 都 是 仿 
射 ， 所 以 都 将 共 线 点 变 为 甘 线 点 旦 保留 简 比 ， 因 而 8 各 8 都 在 
直线 PP 上 * 且 

C1) CPOPY= EPOP), CPP (PIQ'P!), 

(DD)* CPQP}Y= CPION PS), (PrP = (PO PS), 
所 以 

(2) (PIOP) = PO PL), (PLQ' PI) = (PLO PY). 
由 (2) 中 后 一 等 式 推 知 2= Q's， 于 是 前 一 等 成 变 为 《PIQ'P') -= 
《CPi9'P), 此 式 表明 P' 三 Pi， 换 尖 之, 不论 号 为 平面 上 哪 一 点 , 总 
有 了 CP) 三 TtP), 这 谣 证 朋 了 人 与 下 一 致 ， 证 党 

这 个 证 明 过 程 事 实 上 上 向 我 们 指出 ， 在 三 对 对 应 点 决定 的 仿 身 
变换 下 , 一 点 的 仿 射 象 是 如 何 作 图 的 ， 同 时 向 我 们 指出 , 平面 上 有 
两 个 四 点 ， 都 三 点 共 线 ， 那 来 四 点 Pi, Pz, Ps，P 能 通过 信 射 与 
Pi, Ps, P,P 对 庶 的 充 要 人 条件 就 是 (1),， 其 中 = PiP x PsPs, @' 二 
PiP'x PLPL( 符 号 x 表示 两 个 集合 的 交集 , 此 地 表示 求 两 直线 的 交 
点 ). * 


1. 5 仿 射 变换 的 代数 表示 加 
我 们 利用 大 家 热 悉 的 正 这 箔 乓 集 标 得 沼 仿 射 变换 的 代数 志 
设 有 一 正 交 薄 卡 尔 供 标 系 zOy， 以 加 为 单位 点 (图 1 13)， 一 
) 


rr 
a 


mp 
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Ty PCr yD 


图 ,13 


个 仿 射 变换 宇 将 平面 上 一 点 卫 变 换 为 一 点 PP， 或 忆 的 举 标 (2, 3 
和 P' 的 举 标 (zx, ) 之 间 的 关系 ， 

儿 上 节 仿 射 儿 何 基 本 定理 ， 仿 射 变 狼 卫 由 三 对 对 应 点 叭 一 确 
定 ， 设 Tt0)==0" 的 坐标 为 (ao 80),z 和 畦 上 上 的 单位 成 如 (1 0) 的 皮 
象 7( 吾 7) = 如 的 溪 标 为 (ea 及 )， 乡 轴 上 的 单位 点 Bt0, 1) 的 映 象 
TCE2) 二 到 的 党 标 为 (uz，52)，、 设 已， 已 为 已 在 仍 标 轴 上 的 正 射 
影 ， 且 TCP)=Pi，T(P2)==P&， 则 全 将 平行 四 边 形 0818Bs 大 
OP,PPs 分 别 灾 换 为 平行 四 边 形 OBLE'EBs 及 OPiP'Ps. 

由 于 殖 保 留 简 比 , 故 


PP OP OP: 
OB OR 人 
因此 OP'=rOF; OP 0 Bs 
从 而 OP = 0’ yO Bs. 
以 举 标 泰达 即 得 
To— do =z 00) TY ds -0), 
ybo=rtb ~ bo) gta — bo), 
或 者 写作 PR 
Xr mo, 
(1) ; 


i 


vBeihytBs 


且 


QI Ay _ 如 一 人 全 一 站 0. 
B, AB:: Bi—bo bao—pbol| 
最 后 的 行 别 式 之 所 以 不 为 零 ， 是 由 于 不 共 线 二 点 0, 至, Bs 的 仿 射 
象 口 ,Bi Fi 不 能 上 基线. 

这 样 ,平面 上 的 任意 仿 射 变换 由 形 各 (1) 江 的 方程 所 表达 ， 系 
数 满 是 条 件 (2)， 送 动 是 仿 射 的 特例 .* 

上 面 取 的 谷 哥 是 和 E 交 第 氏 举 标 ,读者 试 证 ， 第 一 , 对 于 和 斜 交 稍 
氏 坐 标 系 , 上 而 的 结论 不 变 ; 第 二 , 对 于 伪 射 坐标 系 (所 谓 仿 射 坐标 
系 , 与 笑 实 入 氏 必 标 系 的 哗 一 差别 在 于 丙 贰 的 前 镁 长 度 不 相同 , 因 . 
而 管 氏 坐标 是 仿 射 坐标 的 特例 ), 上 至 的 结论 也 不 变 . 


(2) 


ey 
习 是 网 
1.1 举 一 个 例 表 明 两 回 透视 仿 射 之 铬 仍 为 利 视 仿 射 : 举 一 个 倒 表 明 是 
回 站 视 售 射 之 和 本 是 透视 估 射 ， 只 


求 延 视 们 射 之 积 仍 为 适 视 售 射 前 充 杰 条 伟 ， 
1.3 两 相交 焉 面 间 的 透视 访 射 有 对 应 负 ， 一 般 仿 射 在 本 么 茶 件 下 有 对 
应 四 ?> 


1.3” 钙 明 线段 的 中 点 是 仿 射 不 变性 . 角 的 平分 线 厅 是 仿 射 不 变性 . 
1.4 两 条 直线 重 直 是 不 是 仿 射 不 变性 ? 

1.5 证 明 三 角形 的 中 级 和 重心 是 仿 射 不 变性 . 

1.6 证 明 稀 形 在 仿 射 对 应 下 仍 为 梯形 . 

1.7 证 唱 两 个 全 等 算 形 经 过 伪 射 变换 为 两 个 等 积 拉 行 四 边 彬 . 
1.8 


经 过 禾 一 3,2) 和 BC，1) 两 点 的 直线 被 直线 x 十 89 一 6=0 截 于 
P 点, 求 篇 [EiABPI),， 
1.9 证 明和 皮 线 Ax 十 By 十 口 =4 将 两 点 PCy 的 ) 和 Pv, #2) 的 联 线段 


aE 昌 44zi -By -二 CG 
分 成 的 比 是 By 村 


1 1 给 定点 入 名 作出 虑 0 使， 人 (4BC) 4 (2) (4B0) = 一 训 ， 
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(3 FABC =C— 

1.31 评 四 一 漂 厂 下 和 江 副 段 之 比 是 仿 射 不 室 遇 ， 

1.12 证 明 图 形 的 对 称 事 心 是 仿 射 不 变性 , 图 谍 的 对 称 辆 和 对 称 平 面 是 
不 是 扩 射 不 变 性 ? 

1.13 挫 定 带 视 位 射 的 对 应 轴 交 和 -对 对 应 点 4 本 。 求 作 ; 

{1) 已 知 三 角形 的 对 应 阁 形 : 

(2) 已 知 正方 形 的 村 应 隐形 ; 

{3) 忆 知 同 竟 对 应 图 形 { 作 是 般 多 的 点 )、 

1.14 给 定 一 个 税 形 4BCB- 箱 汉 角 形 4 省 "2 让 设 坊 射 全 具有 这 样 的 性 
质 : 于 (由 一 由 ,的 一 于 的 一 个 ， 求 作 工 (有 7 一 下 

1.15 设 透 视 般 射 字 四 对 应 轴 9 和 一 对 对 应 点 地 4" 决定, 为 -一 已 知 
.点 , 求 攻 了 (Bi 7? (B),T? (加 . 加 

1. 16 给 定 正 五 边 形 ABCDE, 已 知 4 B, 5 的 仿 射 象 为 向， EB',C", 作 素 
妃 和 五 的 念 射 象 。 。 

1.17 证明 在 仿 射 从 标 系 下 , 直线 的 方程 是 一 次 式 . 

1.18 由 代数 表示 式 ， 验 证 仿 射 几何 基本 定理 ， 三 对 对 应 点 决定 一 个 
护 射 。 

1. 19 ”从 仿 射 变 摧 式 验证 共 线 三 点 的 简 比 是 仿 射 不 变量 . 

1.20 区 氏 几何 果 的 苞 在 仿 射 变换 下 变 成 诈 么 图 形 ? 

1,21 利用 仿 射 变换 式 , 试 糯 在 仿 射 变换 下 ， 三 角形 的 区 积 是 起 梓 政 变 
的 ? 从 而 明确 1,2 节 定 理 5 所 措 常 数 的 意 浆 ) 

1.22 在 等 用 梯形 中 , 两 底 中 点 , 两 对 骨 找 交点 ， 两 硕 ( 所 站 直线 }) 灾 点， 
这 四 点 显然 共 线 {在 对 称 轴 上 ), 试用 仿 射 变换 于 此 图 形 ， 得 出 什么 推 广 了 的 
命题 ? 

1. 323 络 定 两 父 仿 射 变 多 ; 


于 一 37 十 2， x 1x Fi 
人 。 | ， Tt 
¥ = 3 上 让 二 站 > 入 
到 。 + 一 字 ， 
2 fsty, 
六 两 个 乘积 DT 和 了 了 Ts 对 表述 式 , 从 所 得 结果 竹 出 结论 全 全, 关 不 TT,。， 取 变 
换 的 瑟 株 ,一般 与 固 闻 的 须 座 有 关 ， 
1.24 给 定 湖 加 百 的 长 轴 44 和 短 轴 吾 了 ， 试 作出 已 知 真 线 上 和 加 的 


2] 题 15 


爱 生 ， 
1.25 求 下 进 仿 射 变换 的 自 对 应 点 和 自 对 应 二 线 ; 
12 = 37—y 二 4 
ly' = is—2y 
1.26 点 4 Bu Cr 分 别 位 于 和 4B0 的 迪 BC, CA AB 上 , 且 BA: 40 
BC 起 A444, BBI，CO 构 城 入 和 BC 求证 ABC, 
六 BO dzBCz 有 其 同 的 重心 . 
27 汪 角 形 的 每 过 分 成 二 等 份 , 将 每 个 分 点 限 三 角形 的 对 顶 相 联 ， 这 
六 条 线 构 成 一 个 六 过 形 , 求证 它 的 三 妈 对 硕 的 联 线 上 其 点 . 
.28 从 椭 加 百 外 一 点 卫 引 它 的 切线 PApPB; 4, 了 表 基点 ，0 是 襄 的 
中 心 , 射线 OP 交点 于 点 0 证明 面 积 - A 
* Suc = Heap Sior = ns. 
1.39 设 404 ,BO 症 椭 陆 的 -- 对 共 才 但 给 , 证 有 明 面 积 


Savn— goar: 
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第 二 章 ” 欧 氏 平面 的 拓 广 


这 一 齐 是 从 中 心 投影 引进 平面 内 的 理想 元 素 ， 由 此 拓 广 了 欧 
氏 平面 , 作为 建立 射影 几何 的 基础 


2,1 中 心 投 影 (透视 ) 与 理 起 元 素 

首先 考察 同 一 平面 内 二 笛 线 世间 的 中 心 投影 或 透视 ， 透 视 
这 一 名 闻 求 身 给 加 ，17 世纪 法 几 建 筑 工 程 师 代 沙 格 (Desargues) 
写 了 一 本 局 凯 &《 用 透 襟 表示 对 象 的 一 般 方 法 >， 正 标志 着 射影 几何 
学 是 在 生产 实践 的 基础 上 发 展 起 来 的 . 

误 ? 与 二 是 阿 一 平面 内 两 条 不 同 的 站 线 ( 图 2.1)，0 是 平面 
府 不 属于 天 二 的 一 成, 将 已 与 二 上 的 点 4,B,… 联 接 , 并 延长 党 熙 
于 生 ， 避 ,…， 那 末 上 上 的 成 与 六 上 的 对 应 点 一 般 有 一 一 对 应 关 
系 ，4, 本 ，… 是 从 二 到 在 以 口 为 投影 中 心 下 4， 互 … 的 透视 记 
或 中 心 射 影 ，D4，0B8，… 是 投影 线 . 【和 的 交点 是 自 对 应 的 ， 
当 投 影 线 CP8 FE 时 己 的 对 应 点 不 存在 , RE 称 为 了 上 的 役 影 点 ， 同 
理 设 @' 在 世上 使 O08' lt， 则 以 0 为 授 影 中 心 从 六 到 汪 的 上 映射 ， 


号 是 没 影 点 . 
为 了 建 人 并 两 直线 上 完备 的 一 一 对 应 ， 我 们 把 术 诸 “两 直线 平 
1 
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， 几 “两 直线 相交 一 个 理想 吉大 入 汉 太 "来 代 衬 ， 从 而 了 
入 应 吉 是 了 上 的 无 遂 点 下 ”不 的 对 应 点 是 上 的 无 穷 远 点 
Fo 

在 欧 氏 直线 补充 了 理想 点 以 后 ， 称 为 射影 直线 。 设 人 为 身影 
直线 了 外 一 点 ， 则 ! 上 的 点 列 和 以 避 为 中 心 (或 顶点 ) 的 线束 之 间 
有 一 一 对 应 关系 【图 3.2)， 线 束 中 与 卫 平 行 的 一 条 对 应 于 工 上 的 
全 六 下村 证 直 二 开本 可 可 和 
看 作 是 闭会 的 ， 例 如 作 - 赔 通过 口 点 ， 则 二 上 的 成 与 闭合 直线 加 
ee 2 没 林 和 寺 应 于 国 在 

点 的 切线 与 了 交谈 点 ， 

现在 考察 从 平面 到 平面 的 中 心 投影 、 谈 工 和 x 人 图 2,3) 为 任 
两 下面 ,9 为 其 交 线 ，0 为 不 属于 这 内 平 商 的 一 点 ， 过 0 引 任 一 兽 
线 , 依次 交 两 平面 于 型 及 和 Y'，0 称 为 投影 中 心 ， 册 和 了 H' 三 为 表 
视点 ， 这样 在 两 平面 上 建立 了 一 个 透视 或 中 心 投影 ， 两 平 而 的 所 
之 间 , 通常 有 一 一 对 应 关系 . 

这 对 应 美 系 可 扩展 到 两 平面 上 的 直线 ， 平 面 * 上 通过 并 的 
一 直线 ， 与 平面 = ”上 通过 此 的 一 直线 彼此 对 应 ， 这 于 为 透视 形 
和 站 扩 力 共通 渤 O 隐 一生 和 下 而 的 交 缀 #4 通 
常 这 两 线 在 yg .上 一 上 上 相交 ， 当 其 中 一 线 与 9 半 行 时， 荔 一 


上 2.3 ~ 图 2.4 


党 投影 线 平 行 开 二 平面 之 一 例如 工时 (图 2.4)， 以 上 所 述 须 
i 


On -- i 


和 第 二 便 ” 欧 民 平 面 的 据 广 


加 修改 通过 O 作 平面 名 与 平面 7 平行 , 交 7 于 下 为 与 yg 平 
行 的 一 直线 ， 这 线 上 任 一 点 在 x 上 不 揽 有 透视 点 , 疏 即 为 ww 量 让 
之 一 没 影 点 ， 直 线 引 为 机 上 没 影 点 的 集合 ， 称 为 面 上 的 放 . 
' 影 绕 。， 同 样 ,平面 x 于 也 有 -条 没 影 线 . 是 7 为 了 上 和 企 一 点 ， 考 
寨 平 面 x' 上 通过 了 的 一 束 直 线 (4d)， 基 在 平面 x -最 的 透视 线 为 一 
束 平 行 于 OF 的 直线 (四 ， 令 (8) 上 的 点 了 Y 赵 癌 点 了 移动 , 则 其 
对 应 点 开讲 相应 的 直线 (85) 人 春光 限 远 离 . 和 人 生生 二 行 轩 
(四 看 作 有 = 寺 本 加 的 无 礁 这 点 开间 以 作为 了 的 对 应 点 . {上 
各 点 的 对 应 点 都 在 无 穷 远 , 共 金 体 自 然 地 视 为 一 直线 ， 称 为 二 上 的 
、 理 昌 直 所 或 天 入 过 直线 而 把 它 作为 了 的 对 应 线 同样 ， 在 开平 
面 上 世 如 一 条 无 穷 远 线 . 

从 此 ,平面 x ,x 的 点 与 点 ,直线 与 直线 之 间 , 有 了 完备 的 一 一 
对 应 关系 ， 直 线 点 对 应 于 共 线 点 ， 闪 点 线 对 应 于 兴 点 线 ， 一 组 平 
行 线 有 站 同 的 无 穷 远 点 ， 不 同 的 平行 线 组 有 不 局 的 无 穷 远 点 . 平 
面 上 吉方 阿 的 无 穷 远 点 构成 恋 平 面 上 的 无 穷 十 线 . 

在 欧 氏 平面 上 补充 了 理想 直线 以 后 , 该 平面 便 称 为 射 彩 平面 

这 样 拓 广 了 直线 和 平面 以 后 ，“ 平 行 ” 与 “相交 ”两 个 原 党 对 立 
的 呈 念 得 到 统一 ， 在 拓 广 了 的 平面 肉 ， 点 和 直线 取得 了 对 等 的 地 
人 位， 未 经 丘 广 以 前 , 两 点 鲁 决 定 一 直线 ， 两 直线 却 未 必 泼 定 一 点 ， 
两 条 平行 线 并 不 能 决定 一 点 ， 现 在 这 方面 的 差别 请 类 了， 一 成 与 
一 方向 决定 一 直线 变 成 两 点 决定 一 直线 . 

引进 了 欧 穷 远 点 , 平行 射影 成 了 中 心 射 影 的 一 个 特例 . 


请 注意 :~ 

补充 了 理想 点 的 直 强 ,补充 了 理想 线 的 平面 , 不 再 是 天 的 ， 而 
是 闭 的 ， 原 先 的 点 和 线 称 为 普 适 (或 有 限 ) 点 和 线 ， 这 时 有 两 种 观 
点 看 等 拓 广 的 直线 和 和 平面. 
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如 江 把 型 下 Eg 元素 眼 普通 元 沫 看 作 没有 任何 区 别 ， 这 种 观点 称 
为 射影 悍 点 ,相应 的 平面 足 射 影 平面 . 

如 果 将 新 补充 的 元 尼 异 眼看 待 ， 给 它们 你 留 特殊 的 身份 和 名 
称 , 这 种 观点 称 为 仿 射 观点 , 相 许 的 平面 巧 仿 射 平面 . 

欧 兵 平 策 上 没有 无 广远 元 素 , 站 入 线 在 在 而 不 相交 ， 

仿 射 平 面 上 平行 线 存 在, 相交 于 无 穷 远 处 . 


rp 
射影 玉 面 上 没有 无 穷 二 元 素 , 瑟 行 线 不 存在 . 


2.2 齐 次 "坐标 

点 和 直线 的 概念 已 经 推广 ， 点 和 直线 的 代数 表示 也 就 要 良 兰 
刘 | 二 能 这 应 和 要 拓 广 可 线 上 有 了 一 个 无 穷 远 点 ， 它 的 页 头 z 

沪 算 作 趋 于 so, 由 于 so 不 是 一 个 数 , 迁 用 起 来 不 便 ， 我 们 引进 齐 
二 本 的 拓 和 2D 

直线 上 一 点 型 , 原先 用 一 个 坐标 z 表示 的 , 现在 约定 用 两 个 华 
标 人 zi za) 玉 表示 称 为 章 次 全 标 , 而 2 称 为 非 齐 次 坐标 , 两 者 之 间 
的 关系 是 


疼 一 Ta 0 
并 问 规 定 对 于 任何 处 关 0 4 ta) =- (Axi 4zz7? 和 (zi 7 代表 直 
线 上 同一 点 ， 当 吕 =0，2 天 0 时 ， 我 们 用 Cz,0) 二 zy 0) 代表 丰 
线 上 的 无 穹 远 点 . 《0,0) 不 代表 任何 点 . 
同样 , 在 平面 上 我 们 和 把 非 齐 次 符 氏 坐标 tz 妇 推 广 为 齐 次 笛 氏 
化 标 人 {ri Va, 23), 使 


T -Kita Y= ra: Ty, Fa. 
并 且 规 定 对 于 任何 A( 基 0), A za 23) 二 C2271 Ara, Axa) 和 (i, 
tay Xa) 代表 平面 上 同一 点 ， 并 且 把 (42s z3) 其 中 zs 二 0， 而 zi za 
不 同 为 零 的 数组 或 矢量 代表 地 eta 为 记 间 矢部 的 直线 上 的 无 室 
远 点 ，《0, 0, 9) 在 代表 任何 点 ，(1 0,0) 代 表 z 轴 上 的 无 穷 远 点 ， 
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C1, 由 代表 4 名 的 无 帘 光 点 ， ,0, 蕊 代表 诛 点 

一 点 为 无 穷 远 点 的 特征 是 za =0, 所 以 za=0 胡 作 无 穷 远 线 的 
方程 。 按 射影 观点 , xs 二 0 的 点 眼 其 它 的 点 设 有 区 别 ， 

直线 纪 z 293 一 0 以 齐 深 型 标 表 示 , 成 为 和 站 azs 开 2 
二 0, 它 是 和 ay Xa, rs 的 一 次 弃 次 区. 回 锥 则 线 二 :3 ea Lavy: 
十 写 和 3 和 一 Zag 站 9 汪 必 用 齐 次 业 标 表示 ， 成 为 qn 下 纪 B13Y188 十 
az 二 2013z12s 下 20s87axs- “ser < 0 它 是 xo zs 的 二 次 齐 次 

这 是 前 次 坐 蒜 命名 的 由 来 ，* 和 

斜率 为 上 的 十 绕 3=hx 池 5 的 齐 次 方程 是 mm= 了 zl-i 5zs， 和 无 
穷 远 线 za=0 联 立 求解 ， 得 亮点 的 坐标 为 zx: 3a: Ys 二 1:;0。， 所 以 
斜率 为 下 的 直线 上 的 无 穷 远 点 是 (1 开 0)。 

同样 , 两 直线 

a adrit dat, -qrs=0 (Bla:x=0), 

b: brtbxst hbars =0 (Hh 8.x=0) 


I 
Ha Hal. dil de 
变 点 的 坐标 为 zf :12:3 二 : : 
2 站 二 
7 bs bs by 6 bi bs ” 


由 此 可 和 郊 , 用 矢量 表示 , 则 直线 aC 即 a'x= 二 0) 和 5 7( 即 515= 二 站) 实 
点 的 坐标 为 2 二 a x 6, 

以 上 所 讲 的 是 点 坐标 , 下面 介 绍 线 坐标， 

直线 gw i qrrai gay 三 0 由 它 的 悉数 (ol qs, os) 决定 ， 并 
且 (2a1, has has)(04 天 0) 和 (el ea ae 代表 局- 直线 、 我 们 把 不 全 
为 霉 的 三 数 后 ，t Wa 称 为 直线 4 一 十 Yor%a 二 Waxs 一 0 芍 绕 兴 


标 , 矢量 4w(4 隆 人 和 矢量 #' 代 表 同 一 直线 , 而 不 论 比 二 因子 4 关 0) - 


为 何 、 特 别 , 线 坐 标 (1, 0,0), (0,1,0), (0, 0， DD 分别 表 示 y 轴 ， 7 
和 无 穷 迄 线 . 
若 ts 隆 0( 即 若 直 线 不 唉 过 原 蕊 ), 则 称 


2.3 ”对偶 原理 91 


为 直线 Wi2i raaze :are 一 0 的 非 旗 次 坐标 ， 所 有 不 通过 原点 的 直 
线 方 行 可 以 写作 wz 十 of 卡 革 0 通过 原点 的 二 线 号 有 齐 次 爷 标 ， 
没有 非 谭 次 供 标 ， 就 象 无 穷 远 线 上 的 点 只 (有 齐 次 琢 标 ， 没有 非 齐 
深 坐 秆 一 - 样 . 
两 点 a Ca DCD De By) 隐约 的 方程 可 写 为 
| fs Tg 
iqa az gil=0, . 
BB 
Bada— ubodry (qb —aby) re (Cadas— qd) rs 一 有， 
其 化 标 为 a 部 
在 以 点 为 基本 元 素 的 点 几何 里 ,点 有 举 标 , 直线 有 有 方程， 直线 
看 作 点 移动 的 轨迹 . 
存 以 直线 为 基本 元 娄 的 所 谓 线 几何 里 ， 和 直线 肥 谷 拯 ， 点 有 有 方 
程 ， 扣 看 作 直 线 转动 的 包 络 .这 时 把 太 , wz，ww 看 作 变 数 ， 把 x， 
za zs 看 作 定 数 ， 于 必 名 es 一 0 代表 以 定 态 x(z zz za 
为 中 心 的 直线 束 , 我 们 拒 它 称 为 点 4 的 线 方程 , 例 训 | + Ws 一 太一 
0 代表 一 点 ， 它 的 坐标 是 这 方程 的 系数 (1,1, 一 1)。 后 一 0 代表 点 
《da 0 0)， 郧 站 输 上 的 无 穷 还 点 ws 一 0 和 伐 表 点 (0, 1 0)， 即 ? 轴 上 
的 无 穷 远 点 ，ws = 二 0 代表 成 (0, 0， D, 项 坐标 原点 ， 


-2.3 对 揭 厌 理 


我 们 把 点 和 直线 称 为 射影 平面 上 的 对 偶 元 素 ， 点 在 直线 上 ， 
或 者 直线 通过 点 , 称 为 点 与 直线 接合. 一 个 平面 几何 命题 , 如果 只 
涉及 到 接合 英 系 俱 称 为 射影 的， 这 是 因为 :在 一 平面 z 上 相 接 合 

点 与 直线 , 经 过 中 心 投 影 便 成 为 另 一 平面 x' 上 仍 相 接 合 的 点 与 
直线 ， 所 以 射影 的 命题 , 经 过 任何 中 心 射影 , 仍 保持 原 狐 ， 射 影 平 
上 ,只 用 点 线 接合 表达 的 全 部 命题 , 构成 平面 射影 几何 学 . 
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丰 前 两 节 , 据 广 了 欧 氏 平 而 议 后 ,已 有 大 量 事 实 表明 射影 命题 
成 河 地 弄 现 ， 训 个 命题 中 将 "点 "与 "直线 ?互相 对 调 , 并 将 接合 关系 
按 遂 常 的 了 解 来 叙述 , 恒 得 出 努 一 个 柑 对 应 的 命题 ， 举 例如 下 : 
点 几何 
1 两 点 决定 直线， 
2. 念 点 公 标 的 一 次 方程 4A.8x3-r Cx 二 0 表示 一 直线 ， 其 
坐标 油 A, 二 BB, Ws 二. | 
3。 A a 和 6 所 i 决定 的 直线 ,其 坐标 为 axx 记 . 
4. 三 点 Qatar eastal BCD ba as CLC1, C2, C3) 共 弘 的 条 件 为 
ial qs qa! 地 -.- 
| 5 6 bsl=0, 
| 


el [he Ca | 


即 |aBbe 于 0 或 矢量 a， b,c 线性 相关 .也 就 是 说 有 不 全 为 零 的 三 
数 24, 4&4,» 存在 使 46:| #8 十 ?c= 二 0. 和 
线条 
1°， 两 直线 决定 一 点 ， 。 
2°*， 含 线 坐 标的 一 次 方程 dy +Bws 十 Cus= 0 表示 一 点 ; 共 坐 
标 为 一 A, ra 一 五, Ya 二 - 
3"。 直线 4 和 5 所 决定 的 点 , 其 屋 标 为 gx 
4 三 直线 gt qo, 49)， PCD pa B63)，ctcy ca cs) 共 点 的 条 
件 为 
d1 Gz oa | 
I bs bsi =0, 


1c ca cs! 


即 1e2e|l = 了 或 和 失 量 4,，5,r 线性 相关 ， 也 就 是 说 有 不 全 为 零 的 三 
数 X54, vv 存在 ;使 A2 二 i 了 十 ve 二 0, 
土 面 只 是 举 了 几 六 例 , 其 中 最 后 一 个 用 到 解析 几何 初 杰 知识 . 
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到 后 会 中 到 更 多 这 样 成 亲 调 现 的 命题 . 

到 相对 诬 的 合 题 ,在 将 * 点 ? 换 为 "直线 ",， “直线 " 换 为 “点 ” 咎 ， 
悟 可 三 宰 推 出， 这样 的 两 个 合 题 称 为 对 偶合 题 。 如 果 两 个 命题 一 
致 , 称 为 自 对 俑 命题、 例 轴 基点 及 站 丙 了 贾 联 绪 组 成 一 三 氮 彤 ”与 
“一 线 及 其 师 击 灾 点 组 成 一 三 线形 ", 代表 同一 事实 ， 

射影 上 儿 和 何 中 ,下 述 对 禹 原理 成 立 ， 

平面 射影 玫 谷 对 八 原 理 ”关于 平面 上 的 元 素 ( 点 与 直线 ) 的 每 
个 射影 命 砷 ， 都 半 应 着 另 一 个 对 情 命 是 ， 第 二 命题 出 第 一 命 冲 和 主 
有 米 , 即将 从 -元 素 换 为 其 圣 个 泡 素 如果 两 个 命题 之 一 成 立 , 那 玉 
荔 一 命题 也 成 立 。* 

这 对 得 原理 的 正确 性 的 证 明 ， 属于 会 是 二 各 影 小 全 的 站 轩 、 
此 地 我 们 不 去 讲 它 ， 责 近 互 相对 全 的 两 命题 的 代数 过 程 ， 是 完全 
一 致 的 , 我 们 竺 旧 这 样 相 访 地 领会 它 的 正确 性 


2.4 复 - 元 素 

在 拓 广 的 平面 内 任何 二 直线 相交 对 一 点 ， 这 一 .事实 密切 联系 
于 下 一 代数 事实 , 即 二 元 -次 联 立 方程 组 有 -一 个 公共 解 

求 直 线 与 二 次 曲线 的 交点 时 ， 代 数 上 用 消 元 法 得 出 单 变 数 的 
二 次 方程 ， 这 方程 若 丰 两 不 黎 实 根 , 便 标志 直线 与 二 次 由 统 相交 ; 
有 等 根 时 便 标志 直线 切 于 曲线 ;无 实 根 即 有 两 个 长 镀 复 根 时 , 便 标 
志 两 者 没有 公益 点 ， 

代数 上 对 无 实 根 前 情况 引信 复数 以 解决 这 - -矛盾 ， 得 到 很 多 
方 使 。 灿 向 上 相应 池 引 人 复元 天， 这 样 在 拓 广 的 平面 上 上 不仅 消 环 
了 有 有 限 与 息 鹤 的 郑 别 (引入 者 次 仅 标 ), 问 时 疙 顾 了 虚实 辐 题 ， 

以 复数 为 坐标 的 点 或 直 绒 ， 称 为 复 点 或 复 直 级 、 著 商 丰 的 从 
标 耳 为 共犯 复数 , 则 称 为 共 妮 复 点 ， 共 绝 复 线 的 定 广 仿 引 ， 

运用 非 齐 次 坐标 时 , 坐标 为 复数 , 元 素 就 是 复 的 ， 运 用 齐 次 毕 


ee 
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标 时 , 重要 的 不 是 这 些 举 标 本 身 , 而 是 它们 相互 的 比值 ， 因 此 当 于 
标 为 复数 时 ，. 仍 可 表示 实 的 几何 元 素 . 例如 (28 0, 4) 和 (2-21， 
0, 4-4 让 表示 同一 个 客 点 (1 0, 2). 

定理 1 若 复 点 在 复 站 线 以 上 ， 则 2 的 共 思 复 点 于 也 在 色 
的 共 元 复线 如 上 上 ，, 

证 明 因为 由 假设 , 点 与 直线 接合 ， 即 得 tx 一 0 或， 
十 Wts taza 一 0 两 端 取 共和 复 数 , 则 zi 十 十 zs 一 00, 亦 即 
合 ] 囊 1 十 可 g 人 十 讼 833 二 0, 此 式 表 明 点 3 站 直线 #8 上 . 

定理 3 一 对 共 轻 复 点 的 联 线 是 实 直 线 ， 

证 明 设 4 各 4 是 一 淋 共 轿 复 点 ， 且 其 联 线 为 ， 根 据 定理 
1 其 2 在 宇 上 得 出 的 共 印 复 点 去 在 业 的 共 忽 复线 二 上 ; 从 二 在 4 
士 又 得 出 豆 的 共 胃 复 点 有 在 到 上 ， 可 见 直 线 五 即 & 一 条 复 直 
线 与 其 臣 辑 复 直 线 相 重 会 , 必 为 实 直线 ， 惠 实 上 ,由 于 这 两 真 线 4 
和 再 重合 , 它们 的 齐 次 坐标 威 比 例 : 


WI, Yo 一 Ya 
一 一 :一 一 -一 ， 
a 


1 1 将 ) 2 一 区 
一 6 ) 
es 
Wis 和 Uzits 为 实数 ,因而 4# 是 实 线 . 
系 通过 一 个 复 点 有 一 且 仅 一 实 直线 
定理 人 自身 对 侦 , 读者 试 叙述 并 证 明定 理 2 的 对 侦 定理 


» pT 
a > 卫生 时 一 
2.1 证 明 中 心 技 影 一 般 下 保留 兹 线 三 点 的 简化 ， 
2.3 以 下 面 的 华 标 表示 的 直线 是 怎样 的 二 线 
《1 《bl 1 2) (4, —1,0), (3) ,1,0), 


由 此 推出 


Me 


习 题 25 
2.3 求 联接 点 蜡 , 2 一 让 与 过 直线 (2,1; 3)， {1, 一 1, 准 之 交点 的 直线 的 
方程 ， 
2.4 求 直 线 (T. 一 1,2) 与 二 点 (3，4， 一 了 ), (5， 一 8， 之 联 线 的 交点 
于 标 ，” 
2.5 写 出 原点 的 方程. VN 1 
2.6 试 作 多 和 图形 的 对 销 图 形 : 站 


A oo 
Mo 已 


3.7 戈 述 下 列 命 如 的 对 但 命题: 
(1 役 4 吾 三 点 在 一 直线 上 ,于 :号 三 点 在 另 … 
BO XB'O,CA' xOA, AB’ x A'B 

夫 线 [并 中 BO X BT 赴 示 两 直线 BO" 和 BC 的 交点 , 系 竺 }, 

2) 懂 一 个 可 变动 的 芋 角 形 的 两 边 各 通过 -- 定 点, 而 三 硕 点 始终 福 基点 
的 三 短 定 直线 上 十, 那 末 第 三 边 也 通过 一 个 定点 ， 

2,.8 证 明 (2, i, 1 一 全 与 弛 十 2 和 1 一 六 31 天 示 一 对 共 斩 复 点 ， 并 求 其 
联 线 的 方 租 . 了 

2.9 诚 证 二 直线 (gl 十 tag 十 (十 和 和 十 (el 十 iceayza0 与 {91 一 
aa) 2 十 加 一 证 0 十 te 一 ieoz 一 0fa bi C7 代表 实数 ) 的 交点 是 实 点 。 

2. 10 ” 求 吉 线 (2, 2,3 一 4 站 上 的 实 点 . 

2, 11 阔 通 过 点 全, 和 记 人 站 的 实 直 经 . 

纪 如 方 答 加 一 V2 十 24s 一 0 代表 什么 ti 一 0 一 0 代表 什么 ? 

2.13^ 将 27 一 十 1 表示 成 加 -3 一 2，7w 一 的 线性 维 合 ， 这 种 表达 的 
几何 依据 何在? 四 7 

2. 44- 将 矢量 (2, 1. 1) 赴 成 两 舌 撕 (1 一 1 和 (1, 0, 0 的 线性 组 各， 这 
说 明和 什么 几何 性 质 ? 

24 15” 求 育 线 下 -28 十 3 一 0 上 尘 穷 远 点 的 举 标 . 

ls { 土 1, 土 1, 二 由 种 种 可 能 的 组 全 代表 于 面 上 儿 个 不 同 的 点 ? 在 正 


Ti 


有 


26 第 二 党 ” 欧 氏 下 而 的 拭 广 
交 简 氏 坐 标 系 下 画册 这 些 点 ， 

2.17 站 无 宕 下 线 全 一 0 与 网 1 ar 十 (一 Bo 一 下 了 的 交点 , 从 
而 证 明 羊 面 工 的 图 相通 过 两 点 了 0 本 与 了 0 一 不 0， 反之 证 明 ， 实 系数 
的 :次 曲线 背 通 过 这 两 匹 窑 过 此 加 基点 工 和 和 可， 就 此 然 是 圆 !( 可 能 是 点 辐 或 
堪 回 }， 因 此 了 和 J 了 称 为 i 感 ; 国 点 ， 

2 18 下 列 醋 念 ,哪些 基 仿 射 的 , 哪些 是 欧 氏 的 ? 


(1) 非 平行 线段 的 相等 ; 名 不 攻占 的 家 线 i。 
(3) 四边形 ，。 (4) 税 形 '。 ， 
(5) 邯 形 ; (6) 平行 移动 ， “ 
(7) 关于 点 的 对 称 ; 人 ” 《8) 关于 直线 的 对 称 : 
(9) 绕 点 的 施 转 ， " 0) 而 积 的 相等 。 

* 


第 三 章 ”一 维 射影 几何 学 


本 章 介 绍 拓 广 平面 内 的 一 徘 负 影 几何 学 ， 讨 论 的 对 象 是 一 维 
几何 图 形 , 凤 用 一 个 独立 参数 撒 写 的 几何 图 形 , 具体 说 就 是 点 列 和 
线束 ， 合 称 站 面 内 的 一 维基 本 图 形 ， 对 于 这 基本 图 撒 引 进 一 个 基 
本 的 出 影 不 变量 , 叫做 交 比 ， 两 个 同类 的 基本 图 形 间 有 所 谢 “射影 
对 应 * 的 美 系 . 愉 详 细 古 讨论 射影 对 应 的 性 质 及 组 成 外 , 并 介绍 一 
个 重要 的 特例 对 合 对 应 ， | 


3.1 平面 内 的 一 维基 本 图 形 ， 点 列 和 线束 
滴 个 矢量 gt oqo, a3) 和 (61, bo， 54) 表示 同一 点 的 充 要 条 忻 
是 它们 的 齐 次 坐标 成 比例 : 


A 人 _ Ga 
Bl Bb, pb, 


即 是 说 这 两 矢量 a 和 5 线性 相关 ， 因 此 ， 了 两 个 矢量 代表 相 异 两 点 
的 条 件 是 它们 线性 无 关 ， 

两 点 4(9)，B(5) 联 线 上 的 任 一 点 型 (x?) 的 齐 次 维 标 zx 可 用 基 
让 4, 了 的 线性 组 合 表 却 ， 因 为 由 解析 儿 条 {用 非 齐 次 毕 标 ) 这 直线 
的 方程 巧 


TL we 1 


3 Es ‘EX | 

1 
2 和 11=0 或 le a aa |=0, 
鬼才 Jo, bs bs| 
2 1 
iBs bs 


或 |x/ a 5|=0; 展 据 代数 知识 , 必 有 数量 入 不 存储 ,将 x 表 为 qa 和 
五 航线 性 组 人 台 : 
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r= Aaqt wb, 

反之 ,42 十 /5 代表 一 点 , 位 十 直 线 4B 上 , 因 

lag-l-ub a Bl=Ala ag bltalb a bl:=A0+y:0=0. 
对 侦 地 , 设 矢量 a 和 ?表示 直线 上 和 人 ma， 则 此 两 线 重 合 的 条 件 是 a 
和 了 线性 相关 , 相 界 的 条 件 是 和 已 线性 无 关 . 并 县 长 ez 本 rs 
二 Gaza) 二 (Di 十 Baxs 十 Bara) 一 0 代表 一 条 直线 , 通过 直线 六 ax 
二 0 和 m: 8:4 二 0 的 交点 ; 反之， 凡 通 过 这 两 直线 变 点 的 直线 可 以 
这 样 表 过 . | 


人 

二 矢 到 > & 
dat 

Pihatub) 


图 3.1 


简 言 之 , 以 4(a) 和 B(5) 为 臣 点 的 点 列 中 任 一 点 下 可 表 为 用 : 
xz 一 ja 十 4 人 以 区 和 1m(5) 为 基线 的 线束 中 任 一 直线 可 表 为 从 
4 二 加 十 4b, 其 中 久 和 4 表示 数量 (图 3.1)， 对 于 基底 元 素 。 及 
一 14 一 0; 对 于 基底 元 素 5 有 4=0,4=1. 

由 于 现在 使 用 的 是 齐 次 坐标 , 可 以 不 计 一 个 比例 因子 , 洪 令 4 
一 乞 , 可 知 点 列 或 线束 可 用 一 个 独立 参数 央 示 为 af 5, 但 要 加 上 


这 样 一 条 规定 , 对 于 基底 元 素 总 ,我 们 取 必 一 co， 


3.2 点 列 的 交 比 
我 们 来 介绍 对 党 习 一 - 纵 射 影 几 何 至 关 重 要 的 一 个 概念 和 工 


有 上 一文 比 . 设 4 ,CD 为 共 线 四 点 , 我 们 把 5 万 2 定义 为 这 四 


a 3.2 点 列 的 交 比 加 


点 掖 这 顺序 的 交 纠 , 并 以 符号 (4B. 0D) 表 小: 


. ,_ ACU.'BD ~ 
(42 0D- DBo* CA > 
吉 端 使 用 的 帮 足 右 向 线段 . 而 非 距离 ， 4 1 


立刻 看 出 , 奖 比 是 简 比 的 比 ; 


(AB. CD CABO) 


CABD) 
、 定 理 1 设 取 和 和 瑟 为 基底 ， 将 下 四 点 的 齐 次 坐标 顺 次 表达 


a, b, ab atsb, 
则 CAB， CD)= 外 . 
2 


证 明 和 4 点 的 齐 次 坐标 是 (91,a2, oa)， 非 齐 次 坐标 是 mi 一 至 
人 5 一生 ; 仿 此 , 了 点 的 非 齐 次 坐标 是 一 天，94 一 恬 ; 0 点 的 非 浊 
本 d+ AD 人 十 本 
次 坐标 是 4 于 2 
我 们 求 恕 分割 线段 4B 的 分 课 比 , 为 此 ,将 x 的 表达 式 中 分 子 
分 母 同 以 as 除 之 , 写作 
和 -和 2 
| 3 在 


好 
出 二 二 3 _ 一 


本 I 二 入 只 
3 


Tl 二 入 吾 z 


由 此 可 知 分 割 比 是 4 全， 由 于 简 比 与 分 割 比 异 导 , 故 


(4BC)= 一 为 甸 
A 


(4BD) 一 一 太一 
性 和 


re 


一 第 二 章 一 级 对 影 此 休学。 3. 
因此 
《4BC) 4 
fg AB. CODY = ~ 
| 2 (入 所 一 咎 
证 完 . . 


如 果 兴 线 四 点 的 坐标 , 由 这 线 上 昂 处 晤 点 的 坐 质 拓 表 达 , 则 计 
算 交 比 的 方法 由 下 述 定理 2 规定 : 
定理 2 设 点 列 上 四 点 4 B, 0, DD 的 齐 次 举 标 是 2 二 从 ;9, 二 


1, 2, 3, 4， 则 RE 


CAB, OD ts Ha Hs) 


Cha HC Kay 入 亏 各 


我 们 把 等 式 志 端 的 表达 式 称 为 四 个 数 HL Kz 下 sy 上 项 这 
比 , 记 作 (Ray Hake); 从 而 点 列 中 四 点 的 交 比 ,等 于 相应 参 变 数 的 
交 比 ， 

证 明 置 rr 一 p29，s 二 了 十 429， 解 出 舌 量 P 和 人 各， 得 2 二 


Hr 
4 二 + 人 行 
Hi— Hi 4 Ha— Hi 号 


HaHayp + Hl 
Hs 一 睹 ! He Hl 


因此 , 办 点 4, B.C 口 的 坐标 可 写作 


另 十 烘 二 二 


由 定理 1 有 
HIM 
(AB CD Ls— He (Hi Ha) (He— Hi4) 
| HH 【RICH 一 此 
Ha Hs 


= {Hig, Haans). 
证 完 ， 
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系 设 点 玉 上 四起 寺 蝇 ,CD 的 齐 次 誉 标 是 $2p- i 2 一 1， 
站 


2, 3, 十， 则 
“人 
| 下 Hs Ys HSI 


次 比 与 四 点 排列 欧 次 序 丰美, 四 点 在 直线 上 有 4: 二 24 祁 排 
刘 , 相应 的 24 个 笑 比 并 不 部 是 号 异 的 ， 专 实 上 ， 由 交 比 的 表达 式 
寡 易 验证 

宗 理 3 将 某 两 点 至 换 , 间 时 豆 换 其 爹 冰 点 , 则 交 比 值 不 亦 。 
例如 


ly 


(AB. CD-— 


1 | 37 
| 
| 


be 


(AB, OCD) = (BA, DO) = (0D, A4B) = {DO. BA). 
定理 4 只 限于 一 对 点 之 间 的 交换 , 别 交 比值 转变 为 其 役 数 ， 
外 


CAB, DCO —— BACON'S= 


CB Fah IBD CDy 
定理 5 交 所 中 间 两 点 , 则 灾 比 位 转 变 为 1 与 原 值 之 差 ， 
CAC. BD) :1 AB, 0D). 

我 从 证 骨 定 理 5 , 郝 证 人 4C, BD) {4B.CD}y=1, 


ACBD 4.CD 
AB, CD) (AG = 
(4B,CD) F(AC, BD) -Br + 


AD DPOBD. AB: PC 


AD. BU 
AD' BD -NCCAB.BD) 
AAD-. BC 
_AD-BDPIDOAD_ BD-DC BC) 
A BU 上 Be BO 


根据 定 基 3~5,24 个 受 比 一 般 取 访 个 不 同 的 数值 : 
(1) {AB, OCD): (BA, DO =C0D, AB): (DO, BAY 


EE 
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(2) CAB, DOY=(BA, CD)= 00D, BA}= (DO, AB) 
1 


3 


六 Hh 天 多 
(3) (4dD，BD)J-(BD, A0) = Cd DBY-=-(DB,04) 
一 工 一 性; 


(4) AV, DB)={BD, CA)= (Cd, BD)})=(DB, A0) 
1 


= 


工 一 名 
(5} AD, BO = BO, AD} = (0B, DAY= (DA, PCB) 


oa—1. 
~ 


a 
(6) CAD, CB)=0BO, BDAY= 0B, AD)= (DA, BOY 


并 


a—1 

以 上 六 组 从 比值 在 一 般 情 况 下 五 不 相 欠 ， 但 是 在 特殊 情 况 下 
也 还 可 能 相等 ， 要 得 出 可 能 相等 的 所 有 精 识 ， 只 须 考 赛 以 4 作为 
第 一 点 与 其 它 各 点 的 交 比 ,并且 按 定理 3 人 5, 逐一 令 % 一 (4B,CD) 
与 其 它 五 个 交 比 相等 。 因 为 车 有 (举例 说 }(4) 和 (5) 的 交 比 相等 : 
《A0, DB} ==tAD, BO)， 半 用 定理 4 把 它 变 为 (40，BD)=(AD, 
CB)， 再 用 定理 5 叉 变 为 (4B, CD) 一 (AC, DBT， 也 就 是 说 变 为 奖 
比 (1) 和 交 比 (4) 相 等 ， 

逐次 令 & 等 于 上 其它 五 个 交 比 , 得 出 : 


1 一 上 了 1。 
车 = w= 十 1]; 


车 «=1 一 a， 则 5 一 本 


车 «= 则 


cf? 一 外 十 一 站， G 一 卫士 一 5 让 


3.2 点 列 的 区 比 33 


ot &—1 
一 一 一 _ nF 
车 & 二 一 一 , 则 


w 一 g++1=0 仍 得 st 。 


藻 oa 则 一 24 一 0,&==0 或 2. 


下 表 五 种 和 精 况 及 可 昌 并 为 以 下 三 种 情况 : 
(aj & 二 1, 此 时 六 种 交 比 之 值 各 为 1,1,0,co,0, ec; 


们 一 0,00,1,1,55,0: 
(8B) w=—1, 一 1, —1,2, 2, 33; 

a = 二 ， 于 2, 襄 ,2 1, 一 1 

z=2, 2, 方 ， 一 1, 一 1 六， 2; 
(0) x= 于 上 2 


这 时 交 比 为 复数 , 如 果 我 们 只 限于 研究 实 的 点 列 , 这 种 情况 不 会 发 
生 ， 困 此 , 只 讨论 四 个 安 点 的 交 比 时 , 只 有 在 (Co), (8) 丙 种 情况 下 ， 
到 比值 才 不 全 互 异 .现在 来 考察 这 时 的 几何 特征 . 

第 一 种 情况 , 设 入 个 交 比 值 中 有 一 个 为 1 ,例如 &=1, 则 

(pH (Hs— HO HO He)s 
化 简 即 
(pI— ia) (Cas mH) =0. 

可 见 若非 点 4 与 召 重 合 (AI 一 pa), 人 恒 是 马 与 五 重合 (ws= 16)， 

因此 , 四 点 中 当 也 只 当 某 两 点 重合 时 ,六 个 交 比 值 才能 有 等 于 
1,0, cD 的 ， 

第 二 种 情况， 设 六 个 交 比 值 中 有 一 个 为 一 1, 例如 说 w = 一 1， 
则 
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(4B. CD = 5 8 = -1 
亦 印 
A0__AD 
B30 BD'’ 


就 是 说 ,CC 点 分 家 线段 4B 的 值 和 如 点 分 割 绕 段 48B 的 值 上 只 沙 一 个 
符 导 , {因而 一 个 是 内 分 点 , 田 一 个 居 奸 分 点 ) 这 时 我 们 说 OQ, 如 两 
点 调和 分 着 线 眉 4B, 让 (与 从 对 十 线段 4 有 8 成 调和 共 鼎 皮 偶 ， 

可 注意 , 调和 分 前 中 , 两 对 点 的 其 系 是 完 信 对 等 的 ， 这 意思 是 
说 ,当世 与 吕 调 和 分 基 4 量 时 ， 4 与 晴 也 调和 分 着 CD 因为 我 们 
已 经 知道 , 若 (48, 0D):= 一 1, 癸 也 有 (CD, 48B) :一 1. 

总 结 上 面 的 寺 论 ， 得 结论 和 如下; 如 果 执 除 瓦 点 的 情况 和 有 了 两 
筷 相 二 的 情况 不 加 者 应，, 那 末 党 也 仅 当 四 点 适当 地 配合 能 成 调和 
共 示 时 ,它们 的 六 个 灾 上 比 才 有 相同 的 ， 

调和 分 制 (调和 点 列 ? 是 实 比 研究 的 一 个 重要 特例 ， 从 中 学 几 
何 我 们 知道 , 二 角形 中 一 个 前 的 内 利和 和 外 前 正 分 线 , 将 对 边 分 成 两 
线段 的 比值 , 都 和 两 售 边 成 比例 注意 中 学 几何 讲 的 是 绝对 量 ! )， 
可 见 丙 条 平分 角 线 和 对 过 的 诡 操 , 调和 分 割 对 这 . 

容易 证 明 ， 一 线段 被 它 的 中 点 和 这 直线 上 的 无 穷 远 点 所 调和 
分 割 . 

有 关 角 平分 线 和 线段 中 点 的 问题 , 是 中 学 几何 常见 的 问题 , 几 
何 上 泊 究 反 演 , 复 变 函数 里 妍 究 保 圆 变换 , 偏 微分 方程 中 研究 球 的 
格林 CGreen) 隙 数 ,等 等 , 都 用 到 调和 分 制 |， 

我 们 给 出 在 初等 几何 四 点 成 调和 点 列 的 条 件 以 结束 这 一 节 ， 

定理 6 访 C4B,OD) 一 一 1, 但 为 QD 中 点 , 则 O03 一 0A 上 8, 

证 明 4,B,0O, 了 成 调和 点 列 的 条 件 可 以 写作 为 4C .BTD 十 
4D. BC==0， 把 所 有 线段 却 以 点 做 原点 来 表达 , 便 得 

(O00—~OAN OD—OB) ODOAN OC —0B)=0. 


_ 3.3 线束 前 灾 比 3 
梁 出 , 黎 项 ,分解 因 了 香 
200A:0B+O0:0D) = (04 OB) (O00 1 0D), 
注意 . 所 用 的 都 是 有 癌 线 段 ; 利用 2 为 CD 中 点 这 一 和 假设 ， 便 
有 0D= 一 OC, 从 而 上 开朗 为 
OA.O0B—O0)=(04708).0=0. 


证 完 . 
话 读 者 叙述 六 证 明 逆 命题 (习题 3.7). 


3.3 线束 的 安 比 
设 4,D. ca 为 一 线束 由 的 中 条 直线 (图 3.2). 取 & 和 5 作为 大 
浅 ， 把 它们 的 前 淆 化 标 依 深 志 为 8, b,c =g 二 5,8 二 a 十 AD, (a 
利 妈 代表 直线 , 交代 表 它 们 前 谨 标 向 明 , 由 上 上 下文， 不 会 9 起 并 


re 


2 


da4h6 


reaatihb 让 


一 3.2 


设 以 一 直线 8 截 此 四 线 于 点 4 BC DB， 出 3.3 节 , 这 四 点 的 
坐标 顾 次 为 
oxs, OX, Cx AD x 8s), 
dxXSaxXs i A td 3). 
所 以 Ui 3.2 节 定 理 1 ,个 点 之 实 比 为 
二 入 
守 


2 


AB, CD) 
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值得 注意 的 起 ， 这 冯 比 值 由 线束 本 占 完全 决定 , 与 截 线 5 无关. 换 

言 之 , 此 另 以 一 直线 { 截 此 四 线 于 点 4,B ,0', PP， 也 有 (4B'， 
' 下 4 

CD') = 和 


我 们 把 一 线束 中 四 直线 被 性 ~- 直线 (不 通过 线束 中 心 或 顶点 
0 ) 所 鹤 四 点 的 交 比 , 称 为 四 直线 的 交 比 , 记 为 (a5, cd)， 干 是 有 

定理 1】 外 直线 bc=4 二 Bb gg 了 0 的 交 比 为 ab， 
c 太 一 多 


较 广 还 一 些 有 
定理 2 四 直线 站 一 站 二 用 1 起 一 下 十 Ho= p+ ed d=P" 9 


四 、 (ed : 
之 交 比 为 (08 ed) 二 nn) CEH2s Hak4)， 即 线 来 中 


四 直线 的 交 比 等 于 其 相应 参数 之 交 比 . 

当 交 比值 为 一 1 时 , 四 直线 称 为 形成 一 个 调和 线束 ，6 和 五 称 
为 对 于 ce，z 成 一 对 调和 共 斩 直线 ，e 和 有 对 于 4，5 也 是 一 对 调 
和 共 斩 直线 ， 因 此 一 个 角 的 两 边 被 它 的 内 角 和 外 和 角 平 分 线 调和 
分 割 . 

注意 点 列 和 线束 甘于 交 比 这 一 方面 的 对 慢性 ， 

现在 我 们 来 显 出 四 直线 交 比 
在 初等 几何 的 意义. 

取 线 束 中 心口 为 正 交 笛 氏 些 
标 原 点 ， 取 一 条 不 与 四 直线 中 8， 
ec, 4 任 一 条 平行 的 直线 作为 y 畏 
(图 3. 3), 将 四 直线 的 方程 写 为 9 
二 庆 ,2 二 1 2,3, 44), 其 中 因为 斜 
率 ， 由 于 零钱 可 任意 选取 ， 取 直 图 3.3 
线 z 二 1 作为 截 线 ， 交 4,5,c, 4 于 4,8,0,D, 帘 z 轴 于 妈 ， 这 四 


bw 
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EE 


加 _AG.BD 
(ab, ea) =(AB, CD) = pe 


MC VACNHD -MB) 

ONMD— MA MC MB) 

一 下 

(Ra— 1 CE OE) 

车 以 0 ba 0 6 分 别 表示 四 直线 的 倾斜 角 , 则 
(tg ~ gd ) (tg lee ) 
(te —ted (teds — ted, 
将 亚 切 写作 正弦 和 余 荡 前 商 , 经 过 简单 的 变换 得 
sint 有 3 一 上 sinft 一 0 
sin(0a— 0 ) sintt, — 0 ) 


{ab, cd)= 


(Cab, cd}= 
_ sin(a0) sin (ba) 
sin (ad) sia(be) 
兴 中 (46) 表 示 把 直线 a 转 到 。( 都 尾 冉 了 向 的 直线 ) 的 有 铭 转 
角 , 其 余 类 推 


3.4 一 维 射 影 对 应 
设 有 二 点 到 , 动 点 举 标 分 别 为 二 9,8 上 2， 若 对 应 点 的 参 
数 训 与 w' 满足 观 一 次 关系 
1) ep 十 BETTER CE 一 0， 


(ac, 9 表 常 数 ) 或 

2 | | 

ome ! i 
设 有 线束, 动 线 破 标 分 别 为 F249.P 于 下， 车 对 应 直线 的 


(1) 上 


a cl 
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参数 由 与 上 满足 (1) 或 (1'), 则 称 这 两 线束 成 射影 对 应 ， 

设 有 一 点 列 , 动 济 耸 标 汐 了 4 49, 及 有 一 -线束 ， 动 直线 坐标 为 
P09, 营 对 应 基数 三 2' 满足 tl) 或 (1' }， 则 称 比 志 列 与 线束 
成 射影 对 应 . 

点 列 与 线 东 是- 的 几 何 的 基本 图 形 ， 上 面 三 种 情况 可 以 统一 
表述 如 下 : 劳 两 个 一 维基 三 图 形 4 和 BB 的 参 变数 之 间 ， 有 一 个 行 
列 式 不 为 誉 的 驱 一 次 关系 ; 则 称 此 两 图 形成 射影 对 应 , 记 为 4 一 召 


我 们 把 上 一 9 “人 | 0 ) 丈 为 # 的 射 玉 有 和 读者 
一 一 的 


试 证 : 

定理 1 若是 趟 的 射影 画 数 , 则 占 也 是 下 的 射影 函数 . 若 
外 是 在 的 射影 函数 ,AH 是 入 的 射影 函 填 ， 则 站 "是 以 的 射影 函数 ， 
而 畜 之 , 射 彩 关系 是 对 称 的 , 膛 情 道 的 ， 

现在 来 研究 射影 对 应 的 几何 等 征 : 

定理 2 设 两 个 一 维基 本 图 形成 射影 对 应 ， 则 对 应 四 元 素 的 
交 比 相 和 车。 

证 明 由 于 我 们 已 知道 ,四 元 素 的 交 比 , 等 于 其 对 应 参数 的 突 
比 ， 可 见 所 来 还 的 是 ， 设 呈 b as as as 为 一 个 一 维 图 形 四 元 素 的 
参数 , 页 Ai HA 5 24 是 荔 一 个 一 维 终 形 的 对 应 元 素 的 参数 , 则 

CIR2, HI ) = CH Hala), 
我 们 把 站 和 "之 间 的 关系 写作 


‘= 和 上 P10, 
?HT |» ! 
则 
LL 
HE 1,2,3,4). 
pHi 


3.4 一 绯 射影 站 弃 39 
rua ouitph 
Mi wps pT 
A —u;) . ， ，-。 
一 2 I :1 =1,2.3 4 和 天， 
一 人 站 
所 以 
CR 上 | 
3 ss 一 
CC 
pe > (Hi HadlHe— 1) 
{ 十 作 孜 部 :一 > ， 
经 过 简单 代 换 ) Cp pa Cas Mor 
定理 3 车 两 个 一 维基 本 图 形 对 应 四 元 素 的 交 比 相等 ， 划 必 
碟 射 影 对 应 ， 
这 是 定理 2 的 道 命题 ， 设 前 三 对 对 应 元 素 p53 Ha HE3; Has 
#8 是 固定 的 ， 而 第 四 对 症 变 动 的 。 由 交 比 相 千 得 Cy14s，j31) 二 
Cp KS"), HI 
(Cu a HOCK- 一 -2) 《一 EC -3) 
Cy He) th Hu) Cas a 
A Hl. A A 
Ha— Ha Ha -HY 
由 大 
EE a 
HE KA 
解 再 站 得 
1 一 (411 一 HE FE 一 - Anaul 
(一 1 太一 天 1 -Az 
即 世 人 下 而 的 形式 
在 
oR 
并 且 
人 
iy S| ar | 


0 _ 第 三 章 | 一 级 身影 几何 学 _ 
将 右 跨 拆 成 四 个 行列 式 ， 显 匈 只 含 4 一 次 方 的 项 ， 简 单 的 计算 表 


明 : 
人 Bl 
和 6 


为 了 使 对 应 有 意义 ,我 们 自然 假设 Ai 4s， As 吾 不 等 ,Ap Ha 
As 也 互 不 等 ， 于 是 


AH 一 此 CT 一 站 全 ， 


«8 
， zo 

可 死 对 应 元 素 之 阅 有 一 个 行列 式 不 等 于 堆 的 观 一 次 关系 ， 根 
据 定 义 , 它们 之 间 的 对 应 关系 是 射影 的 . 

从 定理 2 和 3， 两 个 一 维基 本 图 形成 射影 对 应 的 必要 和 充分 
条 件 是 : 对 应 元 素 的 交 比 相等 ， 

从 定理 3 的 丰 明 过 程 ， 我 们 还 推出 一 维 射 影 几 和 何 的 基本 定 
理 : 

定理 4 《 沼 斯 套 特 (Von Staudt) 定理 ] 如 果 己 知 两 个 一 纵 
图 形 中 任意 给 定 的 三 对 (各 不 相 重 的 ) 对 应 元 素 ， 那 末 就 可 以 闫 定 
叭 一 的 射影 对 应 ， 

设 第 一 图 形 三 元 素 的 参数 为 同人 一 1 2,3)( 互 不 相等 ), 第 二 
图 形 汪 元 素 的 对 应 参数 为 Li 互 不 相等 )， 那 末 这 个 射影 对 应 由 下 
述 关 系 给 出 ; 

C1) (ir ap) = Cui RSL). 
也 可 以 如 下 求 出 : 与 jp' 之 间 的 冯 一 次 关系 写作 

gH +bp-d-en' 二 有 =0 (gb, ce 为 待定 系数 )， 

写 出 三 对 对 应 元 素 满 足 这 关系 的 条 件 : 

uaamii hutenite=0, 
Co) | | Bua | CHE -0, 


(ansnsi buai onsid= 0， 


3.# 一 准 射 影 允 应 二 


我 们 所 要 求 的 不 研 4,5,6, 4 四 数 , 只 要 阔 其 三 个 相互 独 并 的 比值 . 
后 面 二 个 条 件 足 以 解决 这 -要求 .我 们 还 可 以 免 去 这 一 计算 ， 只 
要 把 最 后 四 式 春 作 中 元 ap, ce， 有 的 一 次 齐 次 方程 织 ， 轩 于 这 个 
方程 组 应 有 韭 零 解 , 所 以 来 知 数 系数 所 组 成 的 行列 式 应 为 零 , 即 得 
理 联 系 站 和 上 续 的 一 个 关系 : 
ua’ pg kl1 
(1') A= HN] Hl 下 ， 
] 


1 ， | 0 
Hug He Hy | 
| 


Hls Ma Ms 
用 (1 这 种 形式 , 比 必 ( 习 ) 计 算 较 繁 . 


?和 省 注 1 机 太 会 癌 和 如何 证 归 方 程 组 te; 的 牧 是 3 使 得 .58,e,d 的 相互 比 
住 是 唯一 确定 的 . 即 如 入 证 转录 有 阵 
Hn pH A 1 
[2 Hs | 
us Hs Hs 1 
的 秩 是 3 由 假设 , 右上 前 的 2 阶 行 列 忒 不 为 零 ， 所 以 秩 + 六 32， 者 7 一 2， 则 
攻 


Hl Hl 1 | 
i; Ns 1 |=0, pa a | 关中 
pa Ha 工 | Ra 
自 左 式 , 必 丰 数 m, 存在 硬 一 mn 十 RG 二 1,3, 中 ， 代 人 有 式 得 
mp x 


1 
mas: Hr 1 


mi Ht 1 
但 w 疾 0, 否则 jp 将 天 等 了 ， 这 跟 pf 互 异 的 假设 耶 慎 、， 大 而 有 反 证 了 7=3， 
+ 备注 2 有 人 会 问 , (人 D) 跟 (0) 代表 同一 个 射影 对 应 ， 能 否 将 6 和 化 为 
(1)? 这 和 需要 一 点 代数 技 蕊 ， 用 局 和) 的 前 两 到 为 展 汪 列 按 控 羡 拉 斯 法 展开 得 
(BY 站 一 (二 下 一 一 
t {gps apn (HH) Hs — HH) 
十 《Rs 二 Ri 人 (一 一 人 一 


0= =m pt mp 2). 
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注意 找 们 有 i 等 谍 
CP) fp AD tO) CO 
=0, 
这 可 以 这 样 看 出 : 在 (中 车 令 呈 = 由 一 上 一 4 一 二 急 风 入 =0,， 于 是 从 人 8) 
每 出 (7)， 当 然 ( 们 二 是 一 个 全 等 式 , 一 展开 就 并 出 了 
将 4 于 以 古 二 Raksl 非 具 ( 且 } 扰 到 征 出 
《一下 后 人 本 ED st pat ti Hoty) + 
《一 


[TE 


{Hu A 0 


(Hd Cau) (pu) 


i) np) {FH (i) 
站 
最 后 我 们 提出 最 常用 的 一 个 特例 , 结束 这 一 节 ， 
假设 所 著 虑 的 两 个 一 维基 本 图 形 邦 在 点 列 ， 并 上 且 所 用 的 参 
数 就 是 最 常用 的 笛 卡 尔 坐 标 x 和 ww 。 那 末 我 们 知道 射影 对 应 式 
为 


wh | Blico 

P06 jy 6| . 
为 了 便于 以 后 推广 : 我 们 略微 变更 .下 符号 写作 
Hl de 


《2) 2 二 QT 二 2 0. 


dT i | 


Jz22 


在 射影 几何 虹 往 往 使 用 齐 次 坐 奈 ,. 以 x 一 便利 = 加 代入 得 


Ta 


Ea | 1a 

Hi atl i Ea 
交换 比例 式 两 内 项 , 有 

Xr! 站 


， 人 一 一 
HT Has ttl- Hat 


3.5 焉 视 对 点 下 和 


把 这 这 个 公 ;: 其 比值 记 作 - 恒 得 出 以 齐 深 笛 氏 举 标 表示 的 、 两 个 


点 列 之 问 的 射影 对 应 式 : 
{2') J 二 理 ] 浅 2 a ds | -0 


RE da | tera | eer doe i 


3.5 透视 对 应 

在 第 一 章 我 们 把 平行 射影 对 器 概 延 视 仿 身 ， 把 仿 射 春 作 迁 视 
佑 射 链 ， 与 此 相仿, 中心 射 形 浆 称 为 送 视 , 射影 变换 (射影 对 应 ) 可 
以 看 作 透 视 链 。 邯 古 膏 ,任何 时 县 村 应 , 可 以 用 透视 作为 手段 来 实 
二 . 

出 上 闻 射 影 对 应 定义 ， 容易 证 明 : 

定理 1 该 点 8 不 在 点 列 了 十 HY 上， 那 末 这 点 与 点 列 上 任意 
一 点 联 线 ,所 作成 的 线束 与 点 列 成 射影 对 启 . 
证 明 设 点 到 的 基 底 以 和 失 量 和 表达， 一 磺 以 了 49 表 
过 (图 3. 4)。 将 已 知 扩 5 到 这 些 点 联 线 ， 这 些 症 线 科 人 誉 标 分 别 


全 这 


PPX, Xs, 


(ip HK SP SH} ralyx sa), 


Bt :一 g 
7 | \ fe NE 
Dxs Xs f 


Pxsdu(lxy pi 


上 


各 3.4 者 3.5 


ri 
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置 天 = xs 8， 可 记 点 列 中 动 点 的 化 标 为 了 十 pg， 而 
线束 中 对 应 直线 的 坐标 为 也 十 凡人 贿 数 间 的 关系 为 4' 一 H。 这 二 
然 是 射影 国 数 


nx' = I Blo 
Yuto’ |y 6 
的 等 例 :&=6 关 0 8 二 二 0, 所 以 点 甸 和 线束 成 射影 对 应 . 

读者 交换 点 与 直线 的 地 位 . 点 党 标 与 钱 坐 标的 地 位 , 自行 让 明 
对 偶 命 题 : 

定理 1 设 直线 3 不 通过 线束 p29 的 中 心 ( 图 3.5) 那 末 这 
直线 忧 这 线束 所 得 的 上 生 列 与 线束 成 射影 对 应 . 

定名 点 列 和 线束 成 射影 对 应 ,而 对 应 线 通 过 对 应 点 的 ( 妈 是 
说 对 应 点 在 对 应 线 上 的 )， 运 秆 特殊 的 射影 对 应 称 为 透视 对 和 应， 这 
时 两 个 一 维 几 和 何 形 式 ( 点 列 与 线 素 ) 称 为 至 成 避 视 状态 或 处 于 透视 
位 置 ， 

我 们 普 用 符号 天 表示 射影 对 应 , 现在 用 符号 天 内 示 选 视 对 应 . 
杭 如 点 到 (4, B,C，… 和 线束 L455,*…') 戌 透视 , 便 以 符号 (4 B， 
去 (ap ce) 表示 ， 

定 汉 ”如果 两 个 点 列 和 同一 线 东 成 透视 对 应 ， 则 称 吊 个 直列 
启 和 还 视 对 应 。 几 何 特征 是 ;: 两 个 点 列 中 对 应 点 的 联 线 共 点 (图 3， 
6), 此 点 称 为 透视 心 . 

如 果 两 个 线束 有 同一 点 九 成 透视 对 下 ， 则 称 两 线束 成 透视 对 
应。 几何 特征 二; 两 线 菏 中 对 应 线 的 突 点 共 战 (图 3.7), 这 直线 称 
透视 连 . 

(ABODA ARCABPOD..) (gbed:) F(a'b' ed..:) 

下 面 两 个 互相 尘 借 的 定理 ,以 后 常 3 引用 ， 

定理 2 两 个 射影 点 列 成 凌 视 的 充 要 条 件 是 ; 两 个 点 列 的 公 
共 点 自 对 应 。 
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图 3.8 图 3,7 


定理 2 两 个 射影 线 东 成 短视 的 克 要 茶 件 是 ; 两 个 线 素 的 公 
共 线 自 对 应 ， 

我 们 证 定理 2, 定理 2 读者 自作 练习 ， 

必要 条 件 是 显然 的 ， 设 (图 83.8) 直线 1 上 上 点 列 4，B, C0,-… 与 
直线 六 上 的 点 列 4', B,C',… 戌 透视 , 透视 心 为 8S、， 设 己 为 二 与 己 
的 交点 ， 这 一 点 看 作 ? 了 上 一 点 ,其 在 4 上 的 对 应 点 P' 是 然 是 这 一 
点 白 身 ， 

反之 , 设 1 与 1 上 有 两 个 射影 点 列 : 

(A, B,CO, mn} A (CA, B', 0O', +) 

且 了 与 二 的 交点 自 对 应 , 即 P= 已， 我 们 来 证 明 这 两 点 列 实际 上 
成 透视, 即 是 说 任意 一 对 对 应 点 的 联 线 至 时 ' 通过 一 定点 。 

事实 上 , 联 两 对 对 应 点 4, 4 五 ,了 的 这 线 , 设 和 相交 于 8 并 没 
5S 与 ! 上 任意 一 点 于 的 联 钱 竞 电 于 型 )， 于 旦 交 比 (P4, 瑟 对) 一 
(P' 4 ， 下 形 分 ， 由 射影 对 应 的 假设 ， 又 有 (P4， BM)=(P'A4', 
B’'), 可见 : 

(P'A', BM) =(CP' 4, B' NM'), 

两 端 区 三 点 分 别 往 辐 , 奖 比 及 初等 , 从 此 判断 且 ! 三 半 '， 可 见 任意 
”一 对 对 应 点 的 联 线 下 于 ' 通过 -一 定点 有 


图 3,8 几 3.3 


所 以 两 点 列 确 成 透视 . 还 完 ， 


现在 来 考虑 用 怎样 的 几何 于 段 来 体现 射 彩 对 应 ， 
定理 3 对 于 两 个 不 共 底 且 不 成 亚视 的 射影 对 应 点 列 ， 用 两 
回 适 视 对 应 就 可 以 使 第 一 点 列 夸 换 为 第 二 上 志 列 ， 换 言 之 ， 这 时 的 
射 须 对 应 是 由 两 回 透视 对 应 组 成 的 . 
证 明 设 4,8,0,… 是 以 二 为 底 的 点 到 (图 3.9)，4', B',0'， 
… 是 以 7 为 底 的 点 列 ， 两 者 成 对 影 对 应 : 
CA, BO, mIRCA, B,CO', ee) 
联接 入 与 第 -一 点 列 上 读 点 , 得 一 与 之 成 射影 对 应 的 线束 记 作 
本 (4 B,O,…)， 同 样 联接 4 与 第 二 点 询 上 诸 点 ,得 一 与 之 成 射影 
对 应 的 线 东 AC4', B,C ，")}， 根 据 射 影 对 应 的 可 传 性 (3. 4 节 定 
理 1), 从 
A'tA, BO I RCA BOLAIACA, BO ,nn) 
AA', B', Ow ) . 
得 出 ACA, B,C, I ACA, B',O', or)., 
但 由 于 这 酷 线 东 的 公共 线 小 4 三 44 是 自 对 应 的 , 出 定理 六 得 
区 
由 两 个 线束 成 透视 的 定义 ， 则 对 应 线 的 交点 B= 4'Bx 48', 0,= 
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AC, 下 应 在 同一 直线 虱 下， 以 41 凡 直 线 44 与 玉 的 次 版 ， 
恒 有 


A 本 
(4, B, 全 和 B,C, A CA, B', CO"', "), 


以 4' 和 4 作 适 视 心 ,经 过 两 癌 透视 第 一 点 列 转 换 成 第 二 点 列 ， 证 


hp 


J» 


这 命题 洛 诉 我 人 如 村 作 册 一 个 点 的 射影 对 应 点 ,事实 上 ,我们 
从 一 维 射 影 几 和 何 基本 定 埋 (3.4 节 定 理 4), 可 知 在 上 给 定 三 点 4， 
8,0, 在 下 上 给 定 二 个 对 应 点 4 B', 宫 , 两 个 点 多 的 射影 对 应 便 完 
会 类 定 了 ， 那 末 怎 样 作 击 上 寺 任 一 点 太 的 对 应 点 呢 ? 十 面 玉 明 舍 
诉 我 们 过 召 如 记 : 

首先 作 交 占 妞 =-ABxAB，，G 一 4'Cx AC 其 次 联 B0 
得 直线 2 联 由 表 与 二 相交 十 计 最 后 4 与 二 交 王 所 求 点 型 '. 

定理 4 设 一 个 点 列 与 一 个 线束 成 射影 对 应 而 不 成 透视 对 
应 , 那 束 用 三 回 透视 就 可 以 彼此 转换 。 换 言 志 ,这 时 的 射影 对 频 是 
宙 三 可 让 视 组 成 ， 

证 明 ” 设 以 工 为 中 心 的 钱 东 的 六 c 与 直线 志 上 的 一 个 虑 齐 
4 ,B,C ,… 成 射影 对 应 (图 3.10), 以 任 一 不 通过 工 的 直线 i 截 已 
姑 线 东 ， 得 出 一 个 和 它 成 租 视 的 1 
点 到 4, B,C,…, 这 是 一 : 闻 透 视 . 


了 证 明 : 
(a, Bb, 6, ) FCA, B,O, ") 
i 4 Bi, Cl, “ee) 
KCA', B,C', -1), 
请 读者 自行 考 虐 两 个 问题 : 
(1) 给 定 两 个 不 同心 的 成 射影 对 应 但 不 成 透视 对 应 的 线束 ， 


一 -一 -一 -一 :一 :一 一 一 一 
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怎样 还 它们 互相 转换 ?怎样 作 一 线束 中 一 条 给 定 直线 的 射影 寺 应 
线 ? 

(2) 设 同一 直线 上 给 定 了 两 个 成 射影 对 应 的 点 列 4, 五 , C … 
和 生 , BC", 沪 样 让 它们 互相 转换 ? 怎样 作 这 直线 上 一 点 形 的 
射影 对 应 点 2 

例题 已 知 一 直线 上 三 点 44 B,0, 求 作 第 四 点 吕 使 交 比 CAB， 
CD) 等 于 定数 4. 

解 过 C0 点 任 作 一 直线 ,在 其 上 任 取 一 点 4', 并 在 其 上 作出 一 
点 B 使 向 线段 之 比 04':0B'=3:1( 若 14>0, 则 4' 与 B' 在 0 的 
同 俩 , 若 4<0 则 在 异 侧 )。 以 总 表 示 444 与 BB' 的 交点 , 过 沪 作 
4 五 的 平行 钱 交 4 下 于 所 求 点 也 

要 证 明 作 图 的 正确 性 ， 可 设 直线 4B8 上 的 无 穷 远 点 为 以 . 
于 是 


S 
(4, B,C, D}A(A' B',O, Do), 


入 而 {A'B'OY 
CAB, CD)= (4 B,0D) -Eap 
=(A'B'O)= AC: BCA. 

Ed 
3.6 对 售 对 应 


同 底 的 两 个 点 列 ， 或 同心 的 两 个 线 东 ， 称 为 重 盘 的 两 个 一 维 
九 何 形式 ， 关 于 重 到 而 又 成 射影 对 应 的 两 个 一 维 几何 形式 ， 有 下 
述 定理 ; 

定理 1 重重 而 又 成 射影 对 应 的 两 个 一 维 几 何 形 发 ， 一 般 有 
两 个 自 对 应 元 素 ( 二 重 元 素 ) 

证 明 重 又 而 又 成 射影 对 应 的 两 个 一 维 形式 中 ， 以 &# 和 jp' 站 
示 一 对 对 应 元 素 的 参数 ， 由 3. 4 节 ， 它 们 之 间 有 一 个 双 一 次 关系 


8. 妊 澡 对 应 4 和 


(C1) euu'|l bn-t eu d=0, ad~—beAd, 
所 谓 自 身 对 应 的 元 素 . 指 的 是 这 样 -一 个 要 s 所 代表 的 元 素 : 当 上 等 
于 = 时 , 睛 也 等 于 s， 因 此 , 数 3 是 下 式 的 根 

(2) gss+ (dios-d=0, 

如 果 a=0,58 二 ce 二 0,8 二 0， 帮 来 这 是 一 个 恒等式 , 所 以 可 以 
为 任何 数 , 从 而 每 一 个 元 素 都 是 自 对 应 的 ， 这 时 射影 虚 换 (1) 是 往 
河 安 换 ( 么 变换 )， 和 除开 这 种 情况 的 话 ,2) 匠 是 一 个 二 次 方程 ， 有 有 
两 个 根 s: 和 54, 从 而 有 两 个 自身 对应 元 素 。 当 a0 了 时 ,两 撒 之 一 
趋 于 疱 穷 。 证 完 . 

寺 方 程 (2) 根 的 性 质 不 刁 , 我 们 把 射影 变换 (1) 进 行 分 类 . 

C9q) 洪 自 对 应 元 素 赴 两 个 互 异 的 实 元 来 ， 这 时 射影 变换 叫 收 


双 闸 型 的， 
(5) 若 自 对 应 元 素 是 两 个 重合 的 实 元 素 ， 这 时 射影 变换 叫 修 
拢 物 型 的 ， 


(ce) 党 自 对 应 元 素 赴 两 个 扶 罗 复 元 崇 ， 这 时 射影 变换 蚜 散 补 
圆 型 的 . 
现在 我 们 进入 末节 的 中 心 内 容 : 对 会 对 羔 右 对 合 ， 
例如 , 问 一 直线 上 有 两 个 点 烈 , 原 象 巧 和 映 象 点 以 z 和 x' 作 为 
: 笛 氏 坐标 ， 首 先 考察 一 个 下 行 移动 . 
T. r+ 
当 z= 一 1 时 ,Y= 二 当 z=-1 队 ,#' 一 3。 即 是 说 (看 图 3. 11)7(4) 
=A" TCA)= A" AKA, 
从 考察 一 个 关于 原点 的 反射 : 


后 T 一 一 多 ， 
一 1 3 因 一 】 1 
ee se ee PP app 
六 0 蕊 ” 二 .三 上 0 A 
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当 z= 一 车， 二 十 I 当 % 二 二 1 了，2 一 1， 盎 是 液 {看 图 
3. 12]8(4) 一 由 S(AN)= A", A A". 

于 各 态 都 是 射影 变 抄 ， 因 为 它们 的 代数 表述 式 痢 是 行 询 式 蜡 
于 零 的 双 一 次 起. 在 变换 全 中 , 点 4' 有 两 重 身份 , 把 它 看 作 屿 像 点 
时 , 4' 的 对 应 点 是 4 把 它 洪 作 原 人 象 灸 时, 4' 的 对 应 眠 是 4"{ 轩 4). 

而 在 变换 号 中 , 点 4' 无 论 看 作 了 映 和 象 或 原 象 ， 对 应 点 相同 : 4 三 
4 并且 不 论 直 线 苇 哪 一 点 型 都 具有 这 性 质 , 即 形 的 上映 旭 是 于 
了 8' 的 嵌 象 开 " 又 回 到 站， 或 者 说 直线 上 的 点 一 对 一 对 地 交互 对 
应 着 。 

可 见 变 换 号 就 其 特性 而 论 与 吨 过 然 不 司 ， 更 在 我 们 来 给 出 对 
合 的 定义 . 

定 必 ”两 个 重 委 而 员 射 影 对 应 的 一 维 几 和 何 形式 里 ， 有 一 种 特 
殊 的 伺 又 是 重要 的 情况 ,住人 行 元 素 不 论 看 作 属 于 第 一 或 第 二 形式 ， 
它 的 对 应 元 豪 总 相 一 至 、 这 种 非 恒 同 的 射影 对 应 访 称 为 对 会 。 它 
的 特征 是 喇 : 一 7 工 表 恒 同 变换 . 

方才 见 到 ,; 在 一 直线 上 对 于 -点 的 反射 或 对 称 变换 , 是 对 合 的 
例 ， 扩 一 点 口 为 中 心 的 丁 个 线束 中 , 幅 角 为 0" 的 旋转 ,也 是 一 个 
对 合 . 

对 会 的 性 质 由 下 壕 诺 定理 描述 

定理 2 在 成 射影 对 应 的 两 个 重 奉 的 一 维 妃 何 形 式 里 ， 只 要 
有 一 对 元 素 交 到 对 上 应 ( 彼 设 这 两 元 素 不 同 )， 那 末 这 墓 影 对 应 是 对 


友 、 


证 明 设 看 射影 安 换 
Tm. app' bateu td=0, (ag—be) 0 
让 ,ao 与 44 交互 对 应 , 即 
un + buo+ euoi d=0, 
Lanse -pn oHe- -= 0，, 


py 


两 式 相 城 短 
(Penao RD 一 D- 
出 于 我 们 候 刘 了 app 所 以 - ce， 因此 变 痪 下 在 现在 的 条 
件 下 可 以 写作 
(3) aun' cba tn): a=0 (Cad--b:7.0), 
此 式 对 于 站 和 站 是 车 称 的 , 显 见 对 十 任意 的 K， 它 的 村 应 元 素 由 
的 于 应 元 来 仍然 站 到 日 录 ， 关 到 二 AU 一 &、 那天 与 引 
次 五 对 应 , 所 以 这 时 卫 俩 总 对 合 。 证 完 ， 
取 对 会 的 表 法 式 是 (3) 
一 般 的 一 维 射 影 硅 应 出 三 对 不 同 的 半 应 元 隶 人 确定 ， 至 十 对 合 
这 个 特 倒 则 有 : 
定理 3 对 含 由 两 对 不 同 的 对 应 元 素 叭 一 决定 ， 
证 明 订 合 的 表达 式 (3) 明 ,表面 上 有 三 个 参数 cp ,全 实则 内 
有 它们 的 两 个 相互 比值 个 是 重要 的 。 所 以 两 个 条 体 就 是 以 确定 一 
个 对 合 ， 
设 5 一 &，Hs> 有 是 两 对 对 由 元 素 , 那 林 
Qu bla HI) ra =0, 
Ga OH2 HE) 全 = 人。 
从 这 两 式 可 解 出 a8;6, 代 人 (C3), 基 得 所 求 变 换 式 . 
像 过 二 (3.4 节 ) 一 样 ， 忆 要 把 (3) 和 这 上 式 看 作 9,53, 4 的 章 次 
太 程 组 , 就 可 以 缩短 计算 , 立刻 得 出 对 合 对 应 式 : 
Hu RE 1 
Hu TEL 工 1:=0. 
Ra uains 1 


对 元 素 CEsy ,CHa 88) CH3， HH 在 同一 对 会 中 相对 
元 
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| 站 1 十 有 1 1 
Mak Fa 十 Hz 1|=0, 
Hatts Rs 1 
定理 4 对 合 有 两 个 二 醒 元 素 ， 这 两 个 元 素 是 不 重合 的 ， 可 
能 是 共 斩 复 元 素 ， 并 且 这 两 个 二 重 元 素 调 和 分 割 任意 一 对 对 应 元 
素 ， 
证 明 由 于 对 人 台 表 达 式 是 
Ru 站 下 十 下 -d=0, 《eg 一 相关 0)， 
所 以 决定 二 重 元 素 的 方程 
as -2bs+a=0 
不 能 有 等 很 , 所 以 两 根 sf 和 sz 或 者 是 不 等 实 根 { 双 曲 型 对 合 )， 或 
者 是 共 胃 复 根 ( 袖 国 型 对 合 ). 
由 于 对 合 是 射影 变换 , 因此 保留 交 比 , 弛 (C84, sa tt 一 (8182i 
& 利用 交 比 性 质 , 此 式 可 写作 


1 ， 
一 -一 -一 一 或 (si15s 而且 下 一 | 
Ces nm) 1 FA 


有 从 而 (siss AH 一 1 或 (siss KRDO 二 一 1, 但 C8182 ts 将 导 考 
此 与 4' 重合 ， 这 与 对 合 示 是 恒 同 变换 的 假设 抵 舰 ， 从 而 (sisa， 
FE 站 二 一 1， 证 完 . 

定理 8 对 合 谈 换 式 总 可 以 写成 下 列 两 种 范式 之 一 ; 

《4) px 一 有 《常数 ) 关 0; 

(5) g++ x’'=0, 

证 明 对 合 变 换 式 (以 ,表示 对 应 做 数 ) 

AN -FBOAT HITES0 《86E 一 各 天 人 和 
中 ; 著 a 关 0, 则 可 写作 
M+ LA) + =0, 


{8182, HH') = 


或 


一 上 上 


和 
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置 4+ 也 =p， 入 十 也 一 (这 锋 于 改变 了 参数 )， 便 有 
凡凡 一 下 天 0。 
若 a 一 0, 对 合 表达 式 变 为 
B54 二 AYE=0. 


因 ad 一 下 天 0 这 时 5 天 0, 上 式 可 写作 4+ 和 二 全 =0， 


置 此 一 闪 : 3b’ 由 = + 
便 有 
utn'=0, 
证 完 . 


把 看 作 直 线 上 点 的 稍 氏 坐标 [ 取 无 穷 远 点 和 原点 作为 基底 ， 
任意 一 点 的 齐 次 坐标 可 表 为 (0, 1) 十 zt1,0) 王 《x,1)， 非 齐 次 坐标 
即 x2, 我 们 来 解释 (4) 式 , 可 以 得 到 : 

对 合 的 初等 几何 表示 : 

设 有 通过 两 点 如 各 的 圆 双 ， 以 一 直线 1 截 之 ， 得 交点 4, 4'; B， 
B00 (图 3.13)， 以 OO 表示 直线 GH 和 i 的 交点 , 那 末 
OA:0A ~—=O0B.0B8'=00.00 = 
=0G:0H. 
所 这 4, 4 五, BO,C'; 玉 在 一 个 对 合 中 相互 对 应 . 

如 果 直 线 [和 线段 8 的 延长 线 相 奖 (图 3.13), =06-.0H 

0。 对 合 是 双 曲 型 的 ， 要 得 到 它 的 两 个 二 重点 ,由 初等 几何 可 通 


ED 


4 ， 一 . .一 -. 第 之 章 一 维 射影 上 几何 党 i 
过 G 和 卫 作 两 加 人 熏 与 1 权 切 ， 切 点 吾 利 忆 即 所 求 二 重点 〈 和 对 时 
点 ). 


读者 可 以 注意 , HH O04.04 =08:=0F, 应 用 3.2 于 定 青 6 的 
道 定理 ,得 出 tA44', BF)= 一 I， 仿 丝 ， 得 (88', EF)= 一 1. 《CC 
玉 相 ) 二 一 41,…*。， 即 是 说 ， 对 全 的 二 重点 百 和 调和 分 割 每 一 对 对 
应 点 (定理 4 这 时 和 镁 到 几何 让 实 ). 

如 果 直 线 ?和 线 自 8 本 身 相 交 ( 琉 3.14), 一 O00.0H<0, 
对 合 是 李 加 型 的 , 两 个 二 重点 是 共 轿 复 点 , 不 能 作出 . 

出 定理 3 ， 我 们 知道 对 合 由 两 对 对 应 点 识 定 。 设 给 定 两 对 对 
应 点 4, 4 和 3 如 , 吾 ， 怎 样 作 熏 企 一 已 知 点 已 的 对 售 对 庶 点 呢 ? 通过 
4,4 任 作 一 国 ， 通 过 8, B' 任 作 一 个 加 使 与 第 一 圆 相交 , 以 G, 五 
表 交 点 ,最 后 通过 C0,G, 豆 三 点 作 图 , 与 已 知 线 相 痰 人 恒 得 出 局 的 对 
应 点 人 

营 线 段 44 和 8B' 或 十 一 个 在 另 一 个 内 部 ， 或 是 一 个 在 另 一 
个 外 部 , 则 对 合 是 双 曲 型 的 , 要 得 天 二 重点 如 ,下 ,只 要 以 侣 为 中 心 ， 
以 妃 到 一 融 的 切线 长 为 半径 作 圆 与 ! 相交 即 得 ， 车 线段 44 和 
BB' 吾 相 穿插 ; 则 对 合 为 猜 回 型 的 ， 


习 题 
3.1 设 4,B,0,D, 志 为 直线 上 五 点 ,证 果 


ee 
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(AB, CD) (AB, DE). (AB, FO) =1, 

3.2 证 明 一 线段 中 点 基 这 和 直线 上 无 穷 远 点 的 刘 和 共 应 点 . 

3.3 直线 上 顺 次 有 四 点 4,B, 0, D, 相 倒 丙 点 上 距离 相等 ， 计 算 这 四 点 形 
成 交 比 的 各 利 ， 

3.4 或 四 点 人 2 1 一 ,一 1 TD io， 0， 5， 一 号 师 这 次 序 的 
诡 比 . 

3.5 乎 (hz 4 一 证明 

2 | 1 


RA A TAA 
一 般 情 况 , 洪 tadz, X34 二 则 
Ek 
pp i 
3.6 设 PP, Pl，P, 三 点 的 付 标 为 (1,1,1),， {1, 一 1. 1)，{1,0,1)， 且 . 
{PP;, 3) 一 2. 求 点 Ps 的 坐标 . 


3.7 湾 雪 ,B,C,D 为 共 线 四 点 ， 日 为 CD 中 点 ， 且 G0 一 04:0B, 证 明 
{AB, CD; =—1. 


。 se ,二 >{ 1 
3.8 FE 4 BO DD} | 点 吉 ， 7 =- -一 p 二 -一 。 
设 也 B,D 成 调和 点 列 ; CAB, CD) 求证 LD 2 全 了 十 


而) (代数 上 称 CD 是 CA 和 CB 的 调和 中 项 ). 


3.9 证 明 在 了 轴 上 由 方程 612? 二 26 十 aaa 和 和 双 8? 十 281gx 十 bos 一 
0 之 根 世 决 定 的 商 个 点 起 成 调和 分 割 的 充 要 条件 是 gas 一 2aisbis assbi 
=0. 

3.10 试 证 四 直线 2x 一 yg 二 1 二 09, 32 二 一 2 二 0, 78 一 # 一 0，57 一 1 一 0 共 
点 , 并 顺 这 侈 序 求 共 变 比 ， 

3.11 试 证 ; 的 两 过 前 它 的 内 让 角 平 分 线 成 调和 和 | 线 柬 ， 

3 所 ABCD 为 平和 四 这 形 ， 过 4 引 .4 丰 与 对 角 线 上 8D 平行 ， 证 明 
ABD, 08)=——1. 

.73 48 为 悦 之 直径 , C 为 家 径 赴 长 线 上 一 点 , 从 襄 向 赔 引 切线 CT, 证 
明了 在 4 呈 上 上 的 垂直 射影 五 是 刀 对 于 4,B 拘 调 和 共 狂 点 (习题 3.7), 涅 在 
线段 4B 本 身上 , 如 何 作 它 的 调和 闪 印 点? 

3 世 ， 射 影 直 线 主 互 措 的 四 点 4, 8, 0,D 若 有 (AB, CD)<0， 则 称 册 瑟 
这 一 对 点 分 隔 C 也 这 一 对 。 若 (4B, CD 0 则 称 A4，B 不 分 隔 品 D， 证 明 
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{了} 分 陪 性 不 因 射 影 变 扫 而 变 ，(2) 若 由 了 分 隔 避 五 则 于 吾 分 隔 9, CC， 且 . 
C.D 条 隔 妨 B，13) 营 甩 吾 分隔,D, 则 LC 不 分 隔 B,D; 4,D 不 分 隔日 
忆 。 (4) 这 旧 点 正好 只 有 一 种 配 对 法 使 其 成 为 这 一 对 分 陷 那 一 对 ， 

3.15 设 两 点 齐 同 床 , 求 一 射影 村 应 使 90.1,00 分 章 变 为 1,50, 0 

3.16 没 点 列 上 已 数 zx 为 第 氏 坐 标的 点 叫做 点 试 求 一 身影 对 应 ， 使 
点 让 了 于 的 三 点 4,3,3 对 应 于 点 列 习 上 二 点: 

(1) 4,3, 2 2) 1,2.3 (93) —1, —2,—3. 

3.1? 当 射 影 对 应 使 一 点 列 上 的 无 穷 远 点 对 应 于 另 一 点 列 上 的 无 穷 远 
点 时 , 证 明 着 点 列 的 对 应 线段 成 定 比 ， 

3.48 而 周 上 的 点 和 其 上 -定点 查获 得 两 外 线束, 如 果 抒 两 线束 中 交 于 
圆周 上 的 册 线 则 和 散 对 应 直线 , 证 骨 这 祥 的 对 应 是 射 彩 的 . 

3.19 其 原 点 疝 加 他 一 2 十 人 一 3) 一 1 作 切 线 出 , ty, 试 求 z 轴 ,# 畏 ， 
FF 有 顺 这 演 序 的 变 比 5 设 所 是 邻近 轴 的 切线 )} . 

3.20 设 点 (3, 412),B0, 一 1 D) 的 联 线 与 图 娃 十 欠 一 6 一 93 十 6 一 
相 过 于 两 点 GG 和 如, 求 变 点 台 , 玫 及 殉 比 14 瑟 及) ， 

3.21 “-- 耳 切 王 字 轴 和 和， 站, 风 的 动 切线 k 妆 两 轴 于 型 息 下 ', 试 证 (HY 
NM'Y. 

3. 224 用 几 固 远 视 可 使 (4. B,C) 坟 (B, 4, 0 


3.23 二 表 直 统 上 币 开 坐标, 这 直线 上 的 射影 变换 一 -93 二 铺 ， ad 一 
二 


By 关 0, 在 什么 条 件 下 以 无 穷 远 点 作为 二 重点 
3,24 试 虱 两 个 成 匣 寓 和 铭 线束 王 互 要 垂直 的 对 应 线 , 并 如 讨论 . 


3 设 (45, 0D) 一 一 汪 ,B 是 线段 4D 偏 4 的 三 等 分 点 ， 试 作品 点 ， 
3, 36 设 两 个 重 表 一 认 射 影 几 何 形 式 有 两 个 二 看 元 素 ,8s， 证 角 它 们 
之 闻 胸 对 应 式 可 以 写作 下 二 二 她 一味 是 个 常数 
Hs HS 
3,27 设 ,#4 是 对 合 邓 应 的 二 重 元 素 , 证明 这 对 全 可 以 写作 


ES Kg, 
H' Bs 一 3 


世 十 4 
变 , 和 且 这 两 点 跟 任 意 一 对 对 应 点 的 交 比 为 常数 ， 


3 只 -直线 上 点 的 射影 变换 是 z 一 至 二 2， 证 明 这 线 上 有 两 点 保持 不 
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3.29 钙 明 gw =1 居 - 一 个 对 洛 , (一 1 让 二 一 J， 车 jk' 泪 示 
一 对 对 应 点 的 第 氏 坐 标 , 如 何 作 一己 知 点 的 村 应 点 ? 

3.30 证 明 jg 二 一 1 是 一 个 对 合 , ifi, 一 说 #1) 二 一 4， 省 J 家 
未 一 对 对 应 直线 的 糙 牵 , 如 何 作 已 德 直线 的 对 家 直线 ? 

3.31 已 知 ;Ai 如 1,B; 为 一 直线 上 的 四 点 , 求 作 两 点 i523 使 (4;4.:， 
CC 一 一 1 (BBsee 一 一 1 

3.32 斌 证 : 对 合 对 席 的 二 线 东 中 ,一 般 只 育 一 对 互 午 的 对 应 直线 ， 若 
有 两 对 互 惟 的 对 应 直线 , 几 答 对 对 应 直线 都 互 稚 . 

3.33 说 村 4 3 瑟 :DC 是 对 合 的 三 对 对 应 点 , 试 证 

(BC {BCAY (OAB') =1. 

3.34 设 ;8B,B'C.C' 是 对 合 的 三 对 对 应 点 , 下 是 这 直线 上 此 外 任 

一 点， 证 其 
(BC A KY: (OCA. BE) (AB. OR =1. 

3.35 AB 是 定 圆 的 定 直 径 , 作 一 组 因 使 其 中 心 都 站 直线 4B 上 , 并且 都 
店庆 定 贺 正 交 , 证 明了 这 组 阿 跟 直线 邓 忒 的 变 点 构成 一 个 驶 曲 型 对 售 . 

3.35 马 是 第 慌 正 变 举 标 系 的 原点 , 4 是 ¥ 轴 上 -一 定点 ， 以 4 为 顶点 的 
直角 绕 4 旋 转 , 证 明 这 直角 两 边 被 z 铀 所 截 的 点 合板 成 一 个 椭圆 型 对 合 . 


or ee 


第 四 章 ” 代 沙 属 定理 、 四 点 
形 与 四 线形 
从 本 章 起 我 们 介绍 二 维 射影 几何 即 平面 上 的 射影 几何 ， 首 先 
讲 代 沙 格 三 角形 定理 ， 其 次 是 有 关 完 全 四 点 形 与 完全 四 线形 的 重 
要 调和 性 质 , 最 后 讲 巴 上 斯 (Pappus) 定理 ， 


4.1 代 沙 格 三 角形 定理 


平 而 内 不 共 线 坪 虎 点 其 中 每 天 点 的 联 线 所 构成 的 图 形 称 为 三 
点 形 . 
平面 内 不 其 点 线 与 其 中 每 两 线 的 交点 所 构成 的 图 形 称 


三 线形 . 
这 两 个 图 形 都 由 三 由 和 三 直线 组 成 ， 前 者 称 为 项 志 ， 后 者 称 
、 为 边 . 这 两 图 形 是 自身 对 偶 的 , 即 三 角形 , 
一 代 沙 将 (Desargues] 定 理 两 个 三 角形 4BO 和 出 有 Cr 中 ,车 
对 庶 顶 点 的 联 绕 4',BB'，CC' 共 点 ， 则 对 永 边 的 交点 ==BO x 
BO,O-CAxOA',R ABxAB' 共 线 . 
证 明 ”我们 以 4, B,C,4',B',0" 械 表 示 碟 ， 双 表示 这 些 点 的 


4 IT 民 沙 略 三 角形 定理 59 


华 标 矢量 ， 设 三 直线 44 和 ,B88B ,CC 的 公共 点 为 号 (图 二 了. 出 于 
三 点 元 省, 有 基线, 所 以 晤 点 的 坐标 父 量 总 … 定 可 表 为 4 和 4 的 
线性 纪 会 : 
局 二 和 《aa 表 弓 全 系数 .) 
同样 有 
Ss.-p8. PB'B', 
局 -Ce CO’, 
比较 这 三 式 ， 得 
R= od BB::-. (a dA' -pb'8'), 
P=B-.- v0C= (8B .0'), 
QC -gd= yO -0 dA'), 
第 一 成 a4 一 BB8= 有 -wd 由 左 端 现 之 ， 知 道 它 代表 两 点 车 和 
五 隐 线 上 的 一 感 ; 由 右 端 现 之 ; 知道 它 代表 两 点 4' 和 B' 联 线 上 的 
一 点 ; 所 以 它 代表 直线 48 和 48' 的 交点 R， 其 余 类 推 ， 
由 于 三 点 了, 昌 , 玉 的 坐标 舌 吧 闻 有 池 民 的 线性 相关 式 ; 
P-QrR oy, 
新 以 二 点 P,@. 晴 江 一 直线 ， 让 完 ， 
此 还 靶 既 适 用 二 两 三 角形 共 面 的 场合 ， 也 适用 于 不 北面 的 协 


会， 
对 偶 定理 设 两 个 三 前 形 中 主观 对 应 这 的 交点 共 线 ， 则 三 双 
对 度 顶 志 的 联 线 共 点 ， i 


这 对 偶 定 理 夫 好 志 基 道 定 理 。 

读 千 试 以 对 偶 方 法 肯 行 作 图 , 设 坐标 , 加 以 证 朋 ， 

例题 ”在 平 六 上 给 定 二 直线 4 和 5 及 不 在 58 上 的 一 点 PP， 
试问 不 鞠 定 让 4 各 的 交点 ， 和 如何 用 起 尺 作 一 直线 联接 P 呈 和 这 区 
[| 

解 和 芷 4 了 二 直线 外 任 取 一 点 号 (二 4 21， 通过 吃 引 一 直线 
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二 
=RxXa, R=-nxb,0=—mx Po, 
Os -mx Ph, P'=:0.0' : OsB', 
那 PP' 就 是 所 求 直线 ， 

因 六 PR 和 入 PB8'R 中 ,对 
应 地 的 充 上 ,中 ,OG 共 线 ， 所 以 
PP 00', RR' 必 类 点 , 亦 昌 PP 
必 道 过 # 和 6 的 痰 后 . 图 4.2 
备注 “” 代 沙 糙 (1593-1662)] 是 哑 国 建筑 师 ， 擅 长 用 柯 ， 地 的 三 角形 定理 由 
1639 第- 本 基于 咒 锥 阳线 的 小 册子 ， 他 在 诈 时 ， 此 韦 来 能 被 人 很 好 地 接受 . 
他 伍 用 了 近 70 不 新 各 词 ， 其 中 人 芭 * 对 全 "一 词 被 保留 下 求 . 他 的 著作 给 两 百 
平 后 的 庞 斯 雷 开 姓 了 (研究 射影 下 何 的 ) 道路， 

并 小 烙 三 角形 定 弄 的 重要 意 关 不 仅 在 于 从 它 可 推出 一 每 列 射影 几何 命 
题 . 还 任 于 它 是 平 瑟 射影 几何 更 基础 之 一 ， 此 地 证 明 时 利 朋 了 线性 代数 ， 震 
用 综合 法 , 则 要 先 在 空间 证 明 它 , 百 在 乎 而 上 证 明 ， 因 此 ,村 构 作 平面 射影 斤 
何 公 班 体系 , 往往 把 它 作为 公理 ， | . 

这 定理 中 出 现 的 图 形 含 第 一 类 元 素 点 间 ! 一 10 个 , 售 第 二 类 元 素 线 zs 一 
19 条， 每 一 点 中 gz 二 3 个 第 二 类 元 路线 接合 ， 生 一 线 跟 me 一 3 个 第 一 奖 元 
素 点 接 含 。 这 阁 形 称 汐 代 沙 焙 构 形 , 可 用 一 个 符 导 

| 专人 0 线 (2) 


本 


Ce 病 _ 1 3 
线 (21 | az [ri 站 


素 表 示 : av ai 分 别 表示 第 ij 类 元 素 的 个 数 ，aii(i 天 廊 表示 每 个 第 主 类 
元 素 跟 wy 个 第 j 类 元 素 接合 ， 不 难看 出 这 些 数目 各 有 关系 
Hi Hi i i 
在 三 维 空间 , 多 一 个 第 三 类 元 素平 面 ， 空 间 代 沙 阁 构 形 用 一 个 三 防 昨 
阵 作为 符号 ， 
三 角形 的 代号 是 (小 支 明 构 形 是 3 点 3 线形 , 和 点 与 两 纺 接 售 , 估 


与 两 点 接合 ， 
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试 阿 能 不 能 作出 一个。 “) 的 构 形 和 一 个 (2 3)i 


4.2 完全 四 点 ( 角 ) 形 与 完全 四 线 ( 边 ) 形 
定 近 平面 内 无 三 点 共 线 的 西点 肥 其 两 两 联 线 所 构成 的 图 形 
称 为 完全 四 点 形 ( 完 全 四 角形 )， 它 的 代号 是 
(外 
aa 6. 
这 图 形 含 四 点 及 六 直线 , 每 一 点 称 为 顶点 ， 每 一 直线 称 为 边 ， 
不 过 岗 一 顶点 的 两 过 称 为 对 这 ， 六 迪 分 为 三 对 ， 每 一 对 对 边 的 冯 
点 称 为 对 边 点 (对 角 点 )， 三 个 对 边 点 构成 的 三 角形 称 为 对 角 三 衣 
形 { 图 4.3). 7 


图 和 .3 完全 四 点 形 4B0D， 图 4.4 完全 由 线形 wbcd, 
对 角 三 人 角形 PQE. 对 角 二 角形 pgr， 


平面 内 无 三 线 共 点 的 妇 直 线 及 其 两 两 交点 所 构成 的 图 形 ， 称 
为 完全 四 线形 (完全 四 边 形 )， 它 的 代号 是 
6 2Y 
(3 4) 
这 和 疼 形 含 四 直线 及 六 点 , 每 一 直线 称 为 边 ， 每 一 点 称 为 项 点， 
不 在 间 一 边 上 的 两 个 顶点 称 为 对 顶 , 六 个 项 虚 分 为 三 对 . 每 一 对 对 
顶 的 联 线 称 为 对 顶 绕 (对 角 线 )， 三 苯 对 顶 线 构成 的 三 角 彤 称 为 对 
角 三 角形 (图 4. 4). 
完全 四 点 形 的 调和 性 质 ”完全 四 点 形 通 过 每 一 个 对 角 点 有 一 


一 一 


组 调和 线束 , 即 通 过 访 对 高 点 的 两 边 和 对 斋 三 角形 的 黄 条 边 ， 


i 


一- 
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组 调和 点 列 , 即 这 直线 上 的 两 休 预 点 和 对 角 三 角形 的 两 个 项 ,上 ， 
我 们 鞠 证 第 二 个 性 质 ， 再 用 来 证 第 一 个 和 性质， 我们 取 村 角 线 
为 例 . 


设 45, 8@, RT 是 完全 四 线形 的 三 条 对 角 线 (图 4.5), 5@, RT 
交 48B 于 C,D， 则 


ABOCDS RTED 
(B=RTx SQ) 
BACD, 
所 以 
1 
CAB, CD)=(BA, 0D) = pat oD’ 
{AB, CDY?=1, 
从 而 


外 
(4B,CD)=1， 或 (4B,CD) = 一 1. 
因 (48, CD) 一 1 将 导致 四 点 4 B,C,D 中 有 基 两 点 重合 , 而 这 
与 现在 的 情况 不 合 , 所 以 LAB, CD)== 一 1. 


图 #4.5 图 二 站 


现在 回转 米 证 明 完全 四 点 形 的 调和 性 质 ， 我 们 取 对 角 点 4 为 


4.2 完全 四 ; 点 { 角 ) 形 与 完全 四 线 ( 过 ) 形 83 


例 ， 方 此 ， 只 须 把 图 4.5 上 上 5 全 ,如 局， 7 还 解 为 完全 四 点 形 的 硕 
点 ; 那 未 和 六 4BE 是 它 的 允 角 寺 角 展 《 图 4.6)， 交 证 央 有 的 司 44RT, 
RE)=: 一 1, 几 
ACRT, BE}:=- ACRT, DE) 
= (BT, DE) 
=(AB, DO) 


(因为 RTDES ABDC ) 
一 一 1. 
证 完 . 

广 意 , 画 4.6 上 兵 线 四 点 下 已 玉 有 具有 送料 的 性 质 : 有 一 个 
完 金 四 点 形 @8S37 在 在 , 它 的 一 驱 对 到 通过 4， 一 双 村 边 遂 过 记 , 
另 - - 观 对 过 分 别 通 过 尼 和 五 ， 我 们 可 以 把 这 样 的 四 点 纯 射 影 地 定 
立 为 讽 和 点 列 , 使 调和 点 列 陪 离 前 面 利 用 距离 的 旗 量 定义 ， 

从 这 个 命题 还 得 出 下 面前 作 图 题解 法 : 已 知 共 线 的 三 点 4 8B， 
人 求 作 蝇 的 调和 共 示 点 了 D, ' 

这 时 可 遂 过 己任 作 一 直线 , 首 其 上 任 取 如 以 外 的 两 点 日 和 与， 
设 B-_SA4x0B, T=-04x8B,NMD=AB: RT 为 所 求 之 点 . 

下 面 来 证 明代 沙 格 对 合 定理 . 

定理 完全 四 点 形 的 三 双 对 边 ， 证 未 通过 住 一 顶点 的 一 直 战 
所 截 , 所 得 三 个 点 揭 , 是 一 个 对 合 寺 点 中 的 三 个 点 但 ， 


4 第 四 党 ”发 沙 格 定 更 .四 点 形 与 四 线形 
证 明 设 直 线 7 诚 完 全 四 点 形 82ST 的 三 双 对 边 于 4, A'; B， 
B,C 图 4.7)， 求 证 它 科 起 一 个 对 合 中 的 三 对 对 应 点 ， 
以 弛 区 射影 中 心 ， 将 二 上 四 点 dd 4, B,C' 投射 为 直线 RT 于 
加点 44, 了 ,全 吾 , 再 以 全 为 射影 中 心 , 射 回 到 直线 了 上 , 便 有 
dd4BC APTR SAA'CB', 
A 站 


所 以 (AA', BC 一 (人 44 DB )， 
利用 交 比 性 质 得 
(AA', BO) =(A'A, BC). 
所 以 
44BC' —A'AB'O. 

但 在 这 射影 对 应 中 ， 有 一 对 对 应 点 4 和 出 交互 对 应 , 所 以 按 
了 .4 节 定 理 2 这 是 一 个 对 合 , 在 这 对 合 中 ,4 和 本 ,BB 和 B',C 和 0” 
大 三 对 对 应 点 ， 证 完 

这 定理 可 以 证 我 们 解决 3.6 节 解决 过 的 作 图 问题 , 我 们 知道 ， 
对 合 由 天 对 对 应 点 决定 , 设 给 定 附 对 对 应 点 4 和 午 , 8 和 8', 求 作 
一 已 频 点 如 的 对 应 点 (图 4.7)。 这 时 可 通过 0O 任 引 一 直线 ， 于 其 
上 任 取 两 点 9 和 瑟 设 BR-TAx 988',S8=7TBx 84", 册 0'=1xRS 
为 局 的 对 应 点 . 

化 补 格 对 全 定理 的 对 偶 定 理 是 

定理 ”完全 四 线形 的 三 双 对 项 , 与 不 在 任 一 边 上 的 一 点 相 联 ， 
所 得 三 个 线 偶 , 是 一 个 对 会 对 应 中 的 三 个 线 偶 [图 4.8)， 


4.3 巴 上 斯 定 理 
设 直 绕 了 上 有 世 民 三 吉 用, 吾 ,直线 玉 上 有 互 异 三 点 上 出， 且 
人 那 来 三 点 
L= BOxBC 


| 
N=AB'x A'B 


共 线 {图 4.9). 
证 明 设 J=0O'4xw4B, EBOxA0, 0=ABx 4B' 


那 末 
ANIBAA'B'C'ON KLO'B, 
从 而 


A'NJB--KLO'B. 
这 两 个 射影 点 列 的 公共 虚 吾 自身 对 应 , 所 以 是 两 个 鹏 视点 列 . 因此 
4 ,NL,JC 应 交 于 一 点 ,也 就 是 说 ，NL 应 通过 AK 与 JC 的 
交点 导 ， 所 以 三 点 上 寻 ,N 共 线 ， 证 完 . 

这 直线 LMMN 称 为 已 上 斯 线 ， 这 构 形 有 9 点 9 线 , 每 点 与 3 线 
接合 , 每 线 与 三 点 接合 , 它 的 代 导 是 


4.1 设 入 ABC 的 顶点 态 ,B, 上 分别 在 扫 点 的 三 直线 &, 衣 ,YY 上 移动 , 且 
真 线 4B 和 BC 分 别 通过 定点 已 各 外 ,求证 C4 也 通过 PQ 上 的 一 个 定 磺 , 


re 
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4.2 没 g, b,c,4 为 平面 内 四 条 直线 ， 不 可 能 鞠 定 出 交点 aXb 与 exXq 
时 , 试 作 通 过 这 两 点 的 直线 ， 

4.3 % 塌 形 的 压 点 ,有 4s 一 di 分别 在 一 束 中 的 直线 el aa pe 上 
移动 :n 一 1 条 边 dd dA py 4 4 分 别 遂 过 定点 天. Pa, …, P; .1， 求 证 
第 # 条 过 出 通过 一 个 定点 . 

[利用 当时 4.1 的 结果 , 对 于 五 边 彩 tn 二 外) 作证 明 训 可 以 了 ,1] 

4.4 二 人 角形 4BCO 的 并 项 点 所 与 8 分 别 在 定 直 线 & 与 月 上 移动 ， 兰 好 
4 了 3 BOC, C4 分 别 通 过 基线 的 定点 了, @, BR, 求 评 顶 点 0 也 在 … 定 直线 上 移动 

4.5 设 两 个 完全 由 点 形 的 五 条 对 应 过 的 交点 此 线 ， 试 用 代 沙 格 三 角形 
定理 证 明 第 六 条 对 应 边 的 交点 也 在 这 直线 上 . 

4.6 设 Pg, R58 是 完全 四 点 形 的 顶点，A=PS8XQR, B=PRXQS, 
C= PO>RS, 证 A,=BC Xx QR, B.=0AXRP,O=ABXPQ 三 点 基线. 

4.7 已 各 线 来 中 的 三 直线 6,5,e, 求 必 直 线 &# 使 (ab, ced) 二 一 1, 

4.8 已 知 信 480 及 此 平面 上 一 点 P( 不 在 任 一 边 上 ), 联 AP, BP,CPS 
对 边 交 于 4,B',0', 绪 和 ==BCOYB'O' B=-0CAXYU'A',0,= 4Bx A'B'. 求证 

1” (BC AAN=—], (CA BBE)=—1, 

(AB, C0') = —1; 

2 ,Bi 三 点 其 线 , 

车 了 六 重心 , 击 初 等 几何 验证 上 述 定理 . 

若 呈 为 内 心 , 试问 得 出 什么 定理 ? 

4 9 设 AD，BE，CF 为 和 俯 4B0 的 三 商 线 ， 吾 PRXBO = 下， 证 (BC， 
了 了 一 一 1 在 等 属 三 角形 4B= AC 的 情况 , 这 命题 结 出 什么 结论 ? 

4 0 设 43 节 巴 上 斯 线 点 于 已, 交 上 于 允 , 证 明 这 两 点 是 由 三 对 对 
应 点 凡 4 如,B' 0 汰 定 的 射影 对 应 由 ， 和 的 交 点 分 别 在 1 入 上 
的 对 应 点 ， 


第 五 章 射影 坐标 系 和 射影 变换 


这 一 童 我 们 介绍 两 个 内 容 ， 一 个 是 射影 坐标 ， 一 个 是 射影 变 
换 ， 以 前 所 用 的 都 盖 正 交 笛 氏 泽 标 ， 这 种 坐标 是 建立 在 度 是 观念 
《距离 ) 基 础 上 的 ， 而 距离 却 又 不 是 射影 包 何 对 象 ， 所 以 为 了 配合 
射影 儿 何 的 研究 ， 有 必要 盆 绍 一 种 什 立 在 射影 不 变量 ~ 一 交 比 的 
基础 上 的 坐标 系 ， 在 建立 了 射影 坐标 以 后 , 进一步 询 明 , 射影 几何 
事项 用 射影 坐标 来 表达 ， 和 和 用 笛 氏 坐标 来 表达 ， 有 相同 的 代数 结 
构 。 这 当中 的 关键 就 在 十 两 种 坐标 的 转换 关系 . 

介绍 第 二 个 内 容 射 及 变换 时 ， 着 重点 变换 和 线 变换 式 以 及 二 
维 财 影 变 换 的 基本 定理 .这 里 据 到 变换 群 的 概念 以 及 如 他 用 这 个 
近代 的 群 的 观点 来 说 明 欧 氏 儿 和 何 、 仿 射 几 和 何 ,射影 几 何 的 联系 和 区 
别 . 


5.1 一 维 身 影 坐标 系 
在 一 直线 上 取 定 彼此 不 重合 的 三 点 4i， 4a, 巨 ， 设 已 为 这 直线 
上 任意 一 点 , 我 们 书 经 知道 ,P 点 和 4, 45, 正确 定 一 个 交 比 
(da EP). . 
反 转 来 ,对 于 一 个 实数 4， 也 有 叭 一 的 点 了 与 之 对 应 .我 们 把 4 称 
为 也 点 在 坐标 系 41, 4s, 如下 的 射影 兰 标 ， 
这 样 规定 的 射影 坐标 称 为 非 齐 次 的 。 像 藻 氏 从 标 一 样 ,车 


A 
bP 


如 称 Cs x2) 为 卫 点 的 齐 次 射影 坐标 ， 对 于 任意 的 数 p( 关 0)， 仑 
床 Cpzy Pf) 和 (WY) 代表 同一 点 ，(0, 0) 不 代表 任何 点 ， 而 x= 
0 看 作 与 4= ee 相对 应 ， 
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十 点 的 坐标 是 
As =( 壬 4, BBE) 一 


A'EB. A, 
可 再 - 4。 
4 点 的 尝 标 是 5 利用 极限 概念 ) 


1; 如 1, 起， 
雪 4 * 了 全 到 
4 点 的 坐标 是 网 
本 :五 ， .Ae 


tas = A As BA) = HA 
1 A2 


我 们 把 A(1, 0) 称 为 第 一 基点 ，4ak0,T) 称 为 第 二 基 不， 
B80, 由 则 称 为 这 个 射影 维 标 系 的 单位 二 ， 

对 偶 地 ,通过 一 点 取 定 彼此 不 重合 的 三 直线 而 , 4s, e， 谈 了 为 
这 线束 中 任 一 直线 , 直线 P 和 mm, sa: e 确定 一 个 交 比 


4 一 《9 2, Bp) = 


Fa 


=1=1:1; 


A ={A a, BA)= =e0=1:;D 


=0=0;1. 


外 称 为 直线 在 众 标 项 咒 , 42,e 下 的 非 齐 次 射影 些 标 , (如, at? 称 为 
了 的 章光 射影 华 标 。 对 于 任意 的 数 P( 关 0), 坐标 (pe pW2) 和 (Cin， 
ws) 代表 同一 直线 , (0, 0) 不 代表 任何 直线 ， 而 得 =0 看 作 与 4=oo 
相对 应 ， 


出 于 4 二 (01, to，e， p) = Haane) sin (gs 2) 
sintq p): sin (hse) 


直线 ee ma 的 坐标 起 


a 0) 称 为 这 些 标 系 的 第 一 归 扎 ,du(0, 1) 区 为 第 二 基线 ，efT, 1》 
称 汶 单位 线 ， 
射影 坐标 与 管 氏 坐标 的 转换 ”让 我 们 以 直线 上 的 点 毕 标 来 说 


由 53-1 一 维 射 影 瞧 标 系 69 
明 射影 坐标 与 竺 氏 毕 标 问 的 关系 ， 设 41, 4 ， 了 四 点 的 第 多维 
标 分 别 为 zy xo, ze 2 射影 仅 标 为 由 , 4 4 4， 刚 


1 (dds BP) = (wirn mo 一 全 二 人 全 二 


置 不 一 天 二 上, 则 
hz zs 
-Tr 
下 一 并 2 
1 x = k(x -人 
一 证] 


可 见 同一 点 的 向 反 举 标 径 和 射影 华 标 4 之 间 ， 有 一 个 行列 式 
不 等 于 零 的 双 一 次 关系 ， 或 者 说 它们 之 间 的 关系 是 射影 对 应 (3.4 


节 ).。 于 是 由 3.4 节 定 理 2 的 证 明 , 四 点 的 交 比 既 等 于 访 四 点 笛 氏 
举 标 的 次 比 , 恒 也 等 于 该 西点 射影 坐标 的 交 比 ， 

射影 举 标 的 特例 

(1) 仿 射 坐 标 。 取 4 为 直线 上 的 无 穷 远 点 已 到 4 为 康 点 
介 , 则 

A={A1 ds BP) = (Pds, EP}= (PE, A PY 
加 _ AsP _OP 

这 了 时 五 点 的 射影 翁 标 大 仿 射 坐标 ， 即 原点 到 该 点 与 不 点 到 单位 点 
的 有 疝 虐 离 之 比 , 


(2) 贡 氏 坐标 “ 取 4 为 直线 下 的 无 穷 远 点 P。, 取 4 为 原点 
O, 且 设 4s8 等于 单位 长 度 , 则 由 上述 ， 
=0OP 
为 也 虚 的 获 扩 全 标 ， 原 来 笠 氏 坐标 昨 射影 举 标 的 一 种 特例 . 
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5.2 平面 内 的 射影 坐标 系 
在 平面 内 取 一 个 革 角 形 dids4s， 称 之 为 坐标 三 角形 . 在 三 角 
形 三 边 ( 直 线 ) 以 外 取 一 点 本, 称 之 为 单位 点 (图 5 1). 无 三 点 基线 
的 这 样 四 点 4 2 as E 构成 一 个 射影 誉 标 系 . 


图 5.1 


设 呈 为 平面 内 任 一 点 ， 坐 标 二 角形 三 边 到 至 点 的 距离 分 别 记 
为 es es es 到 三 点 的 距离 分 别 记 为 pl pz, ps. 这 些 都 是 有 向 距离 ， 
例如 按 解析 几何 的 规定 加 以 计算 ， 规 定 


so = .Ds 
(1) 1 + ge ea 


并 蒜 {3ziy za zs) 为 五 点 的 射影 坐标 . 

显然 对 于 任意 一 数 (0), {PX1, Ps, Pra) R(x, EF za) 代 站 
同一 点 , 并 且 人 0, 0, 9) 不 代表 任何 点 ， 因 为 得 有 一 点 同时 使 810， 
Ps C=, p= 0. 


把 (了 0) 式 写 作 
I 
Dh 和 和 
€1 ez ea 


并 令 其 公 比 为 让 ， 则 有 
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{2) Pr1= - Pra, 83 人 


一 点 卫 在 直线 4,4。 上 的 充 要 条 件 汶 了 ,=0, 亦 即 zx,=0， 所 以 
在 这 射影 坐标 系 下 , 誉 标 三 角形 的 边 4z4s 的 方程 为 2 二 0， 仿 此 ， 
4s41 的 方程 为 各 一 0 A1ds 的 方程 为 加 =0. 

需要 强调 的 是 : 过 去 在 笛 氏 坐标 系 下 ，zma=0 代表 平面 上 的 无 
穷 远 线 , 而 在 射影 坐标 系 下 ，xs =0 则 代表 坐标 三 角形 的 第 三 边 . 

当 卫 与 4, 重合 时 ,Ys 一 0, 二 0, 而 Fj 才 0; 从 而 2 一 0， 加 一 0 
而 世 关 0， 国 此 ,坐标 三 角形 第 一 个 顶点 4 的 坐标 起 (I, 0,0)， 仿 
此 4 的 华 标 是 40 1,0), 4 的 华 标 是 (0, 0, 1). 

在 本章 一 开始 ,我 们 声明 了 建立 射影 坐标 的 月 的 ,在 于 把 它 从 
距离 的 概念 中 解放 出 求 , 从 而 更 好 地 配合 射影 几何 的 研究 , 而 在 上 
面 过 程 中 仍然 使 用 了 有 距离 概念 , 好 象 没 有 达到 目标 . 实际 情况 并 非 
如 此 , 射影 坐标 是 可 以 用 射影 几何 的 对 象 交 比 来 丧 夺 的。 为 此 , 设 
4P, ECE=1,2,3) 与 华 标 三 角形 中 4; 的 对 边 相 交 寺 了 P;，;{ 图 
5. 1), 则 | 


(CAsda, EP)= A (dos, BiP) 
_ siudsAB,'sinAsAP) 
sin As A P,. sin .As AE, 


es .Pp» 
A AP _ ep 
Ps _e2 Paga 


JP 可 可 
Ps. 
e 

=p s 1 
£8 


仿 此 ， 
CAaddis EsPe) -ts: x:, CAA;, Ba Pa Yi: Ts, 
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现 举 两 例 表 骨 射 影 上 坐标 的 应 用， 这 村 不 于 技 巧 就 可 以 证 明 一 
些 射 影 命题 . 

例 1 证 明 巴 下 斯 定理 (4.3 节 ), 

仿 能 用 那里 的 记号 , 我 们 取 4, B，4' 作为 坐标 三 角形 的 顶点 ， 
取 B" 作为 单位 点 (图 5 2)， 于 旦 可 以 候 设 它 的 至 标 为 (1，&，D)， 
因为 4, B 两 点 未 尾 的 坐标 都 是 零 ; 仿 此 可 设 C 的 笃 标 为 《1 1， 
万 ), 因为 4 吾 两 点 前 两 坐标 都 是 想 等 的 ( 即 4 B' 的 方程 是 x 一 
zs 一 人 0)。， 到 此 得 4B 和 45 两 线 的 方程 

4'B: 2 一 (0 AB': Xs— Fa = 0, 


它们 的 交点 是 入 (0, 1,1)， 
直线 4 C 的 方程 是 : 


iX! Xe Xs: 


0 0 
仿 此 直线 40' 的 方程 是 Bx。 加 =0 这 两 线 交 鼎 是 ; 
M(tl, wy of), 
同 理 求 得 BC 与 BC' 两 线 交点 的 射影 至 标 : 
(La 8—op, 有 ). 


到 此 容易 证 明 

1 earp-apB BB 0 PR- AI 一 oD| 

1 & apl -|1 & op =0, 
0 1 1| 19 1 1 


所 以 上 上, 机 , 计 三 点 共 线 . 

例 2 设 入 480 与 和 人 4B'O' 以 点 五 为 种 视 心 ， Ad4BC 与 私 
BC 以 日 为 各 视 心 ， 求 证 A4B0 与 A0'A'B' 也 成 透视 . 

设 各 点 的 射影 坐标 为 (图 于 3); 
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4000 BOTO CMad) 
图 5,2 图 5,3 


ACl, 0. 0), A'C1,1,1), 


Br0, 1: 0)， 吾 《ay 月 1)， 
C0,0, 1), CCy, 6,1), 


由 假设 , 三 条 直线 
AACO0., 先王 1, 1), BB'{1, 0, 一 上 名] ， CO 6, 3}， 的 
共 点 P; 得 条 件 : Y=u0, 


又 由 假设 ,二 条 直线 
AB'(0, —1.8}, BCR,0,—Y), CA(—1,1,0) 

基点 ,得 条 件 : B=Y. 

于 是 点 B,C 的 坐标 串 写 为 

B'(g,a6,1,), OC'(Cad,6, 1). 

从 而 得 三 直线 40 8B4 :28 的 坐标 分 别 为 (0 一 1, 十 , (1, 0, 一 1), 
(一 wx6,&, 0)， 这 三 矢量 的 行列 式 为 零 ， 表 其 三 直线 40", BA4',CB 
也 共 一 点 琴 ， 


5.3 射影 坐标 的 特例 
在 这 “ 尘 里 我 们 介绍 射 肛 坐标 的 二 种 特例 . 
(1) 仿 射 坐标 ”将 坐标 三 让 形 的 一 边 例 各 44 荫 为 无 劣 远 


线 ， 那 来 有 5 一] 这 时 平面 上 一 点 了 的 坐标 变 成 
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21 Pa 


一 -一 一 一， 二 工 。 
Yl el’ A ga Pay 
如 上 灶 写成 非 齐 次 坐标 , 便 右 
z= 
Ts el 
gy— TP 
P| [4 


出 五 和 P 引 平行 线 分 别 与 Asdi 及 sda 平行 ， 这 些 平 行 线 与 Js da 
及 4s41 相交 ,给 出 长 度 el 如 和 1, 《图 5.4)， 由 相似 三 角形 


这 样 得 出 的 坐标 称 为 平面 内 的 
点 的 瞩 射 坐标 ，48 是 坐标 原点 ， 图 5.4 
4341 是 省 各, 4s4s 是 8 辆 ， 旦 是 单位 点 .由于 五 点 可 以 随意 取 定 
《但 不 在 zx 轴 和 ?# 轴 上 ),ei 与 6 或 6 与 ea 可 以 不 相等 。 所 以 仿 
射 坐 标 正 是 粘 上 剂 度 单 位 可 以 不 同 的 圭 角 举 标 ， 

《2) 笛 民 坐标 “这 种 人 举 标 叉 可 以 看 作 优 射 坐标 的 特例 ， 即 选 
取 加 点 时 使 e; = es 或 el 一 6 把 et 一 es 和 吐 作 长 度 单 位 , 恒 有 

=p YP. 


这 正 基 笛 氏 求 标 ( 一 般 是 斜 角 坐 标 》。 


5.4 坐标 转换 


这 一 节 我 们 要 找 出 同一 点 在 不 同 的 射影 举 标 系 下 的 坐标 之 
间 , 按 什 么 规律 转换 .我们 取 大 家 熟悉 的 正 交 向 民 华 标 作 媒 介 , 首 
先 求 射影 坐标 与 售 氏 坐标 疝 的 转换 关系 ， 
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投射 影 付 标 系 的 坐标 三 角形 三 边 4243, 44，4i4s 在 正 交 简 
氏 誉 标 又 下 的 方程 分 别 为 

ar -bye=0, 
C1) Hat bay * C2 = 0, 

Lao 


由 解析 几何 , 三 过 到 平面 内 一 点 Plzx, 罗 的 有 向 距离 为 
OT dye 
Pea 
(2 二 1,2,3;8; 一 十 1 或 一 1 视 情 况 何 定 》, 
仍 凡 {a 天 忆 点 的 对 影 仁 标 , 则 


Di 此 2 上 六 i 站 i219 号 
fig gg, vaslo (£4, 2,3), 


置 下 一 (Caieiw ai 二 如) ! (Ek; 为 常数 ), 则 
ORI = RT | 十 061), 
(2) Pre = kot sr 1 hay- 0s), 
io = katasr + hay ~ e3). 
由 于 三 角形 三 边 宙 有 有 公共 点 , 所 以 |abe | 天 0- 
如 果 改 换 符 号 , 区 有 ai 一 ai 用 Bs, hci= yp: (i 二 1,2,3,)， 
便 有 


和 Pi 

(3) Pre ior Bay ys IoBy| = kakalabe| OD. 
os 一 Cag 1 Pay i Ya, 

设 卫 点 的 币 氏 齐 次 坐标 为 (x,y,4), 则 .上 式 双 可 写作 
(ori=osi By yit, 

(4) GZa War pay Vat, jx 有 ?| 天 0。 
lez: Hat Hay -|- yat, 

(3) 起 表示 卫 点 的 齐 次 射影 些 标 (zi, may x3) 与 非 齐 次 笛 狼 坐 

标 (z,3) 闻 的 关系 ，(4) 式 表 示 古 点 的 齐 次 射影 介 标 (ro za zs) 与 
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齐 次 笠 氏 泽 标 4z;, 网 由 间 的 关系 注意: 行列 式 |abe | 关 0 或 laBY| 
去 0 保证 由 (4 和 ) 式 可 解 出 x,#, ;并 外形 与 (4) 相 辕 ， 

现在 进一步 求 于 面 上 同一 点 了 对 于 两 个 射影 坐标 系 的 谷 标 
(zi, fa Wa) (TI, 23) 之 间 的 转换 关系 ， 对 于 第 二 个 坐标 三 角形 
4145.44 和 单位 点 十 重复 上 述 扒 理 , 得 出 与 (4) 类 似 的 关系 
他 1 
《出 他 "0 一 让 2 有志 | 人 天 0 
Tr cat TB Fat, 
由 (4) 式 解 出 xz,g, 5， 代 人 人 (4) 竹 出 两 组 射影 些 标 间 堪 如 下 式 的 变 
换 : 


| =qur + Gaga | Giada 
{5) ArE— | 
haz = qatar 十 dag, 
总 之 , 行列 式 不 等 于 零 的 线性 变换 (5) 代 表 射 影 坐 标的 转换 公 
式 . 
下 会 式 44) 容 易 看 出 , 用 射 彩 坐标 表达 的 一 次 式 
《 台 ) HiT Was rs = 0, 
用 箭 氏 坐标 z, 所 上 表达 也 此 一 次 式 , 因而 轨迹 荐 直线 ， 反 过 来 , 直 
” 线 由 zy 的 一 次 式 表 达 ， 因 而 也 由 射影 化 标 21, za zs 的 一 次 式 
《6 大 达 ， 
设 直线 (6? 上 有 两 定点 (8b y2, Ya) 及 Lz, say sa) 则 有 
8 Uaye i days = 0, 
下 BE Wags TT Mgzs— Oe. 
由 这 两 式 和 (C6) 消去 zt say aa 得 
A] Wo Wsl 
lzys) = |g 了 2 ys =0, 


21 Ba Za! 
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上 式 即 是 由 两 点 3# 和 # 决定 的 直线 方程 ， 其 外 形 与 在 负 氏 坐标 系 
完 金 -一致 ， 并 且 和 3.1 节 一 样 ， 先 曼 z 可 表 为 和 拓 蜂 和 z 的 线性 
组 合 : z= 要 yz(A4 和 上 是 组 合 系数 ), 即 是 说 , 和 在 笛 氏 坐标 下 一 
样 , 直线 上 任 一 点 可 用 其 上 两 点 作为 基底 线性 地 表达 。 


5.5 射影 变换 
在 解析 几何 中 , 我 们 知道 , 下 述 于 移 公 式 有 了 两 种 不 问 和 解释 ; 
{2 二 攻 十 2， 
(a) [yy il, 


即 ( 一 ) 它 代 类 笛 氏 坐标 的 变换 (图 5.5)， 表 太 同 一 点 卫 在 两 个 管 “ 
氏 淮 标 系 Oxy 和 Oxy¥ 下 的 坐标 间 的 关系 , 由 这 种 观点 ，(0) 称 为 
坐标 变换 , 即 坐 标 系 的 平移 , 将 原点 移 到 (一 2 一 1) 处 ; (二 ) 它 代表 


Pz! 入 


图 5.5 图 5.6 


点 变换 (图 5.6)， 妈 点 的 平 黎 ， 这 有时 继 标 系 内 有 一 个 ,平面 上 每 一 
点 PCOz,9) 按 公式 (0) 平移 到 已 (2 扩 )。 须 重担 一 下 ， 两 个 平移 的 
长 论 相 同 ,方向 却 相反 . 

同样 , 上 节 会 式 65) 也 有 两 种 解 织 .在 上 节 , 我 们 把 宅 解 妓 为 射 
影 侍 标 变换 ， 规 定 辣 一 点 在 两 种 射影 奉 标 系 下 的 毕 标 之 间 的 关系 
《图 5. 73. 现在 把 它 解释 为 点 变换 , 称 为 射影 变换 ,规定 一 点 P(x 
z2; Ts》 各 它 的 于 应 成 人 rz 5 和) 在 同一 些 标 系 下 的 坐标 之 间 的 


ET EE TE 
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A 


A 
4 ， 四 
E 
w Pe ,Tr , 芋 ; * 
六 
是 Pz! 
A 日 -i A 3 
图 5.7 区 33.8 


关系 (图 5.8， 注 意 , 它 是 .4 节 公 式 (3) 所 表 过 的 一 维 射 影 变换 
的 推广 . 


现在 我 们 把 上 节 (5) 式 写作 
J eu ios + Haka. 

(1) 万 下 一 ort qosz2 T+ Aosta [Gri| 天 由。 
Ur a, TT + ggTg, 


并 把 它 当 作 射 影 变 换 ， 邮 当 作 同一 坐标 系 下 两 点 闻 的 对 应 ， 由 于 
1ei 天 六 我 们 可 以 解 出 x rayazs 得 出 着 变 搞 : 
和 i 
{2) Oxo - Alsri t+ Aaor2 :Asans, 
bz Alsri TT Aor 一 人 sa。 
其 中 45 是 1asj| 内 ei 的 代数 余 因 子 . 注意 (2) 中 系数 的 咕 序 与 
《1) 不 泣 , 并 且 由 代数 知识 得 出 行列 式 14ji = je 天 0. 
行列 式 jej 天 0 的 射影 对 应 使 得 点 与 点 之 间 成 一 一 对 应 ， 这 
种 射影 对 应 称 为 正常 (或 非 吉 ) 的 射影 变换 ， 如 果 jai;| 二 0， 道 换 
使 不 存在 , 一 一 对 应 也 被 破坏 了 ， 以 下 兵 讨 诊 正 常 的 射影 对 应 ， 
现在 来 征明， 将 点 变 为 点 的 射影 变换 (1 和 (2) 诱 导 一 个 将 直 
线 变 为 直线 的 身影 变换 , 并 求 出 变换 的 规律 ， 
设 动 点 在 定 直 线 攻 上 , 册 度 
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(hb) HiT1 | HoTa -Hars = 0D, 
试问 与 点 井 对 应 的 诸 点 的 轨迹 为 向 ?将 (2) 式 给 出 的 值 zi (i 1, 3, 
3 引 ) 代 人 ,得 


UC A Acris Asrs) + tat Arzi Asor2 ~ Aszts) 
ualAiarit Assz2 + Asat3) = 0, 


可 风 点 在 直线 
(ce) 2 和 1 十 Wr2 二 WX3 二 0 


上 ,其 中 直线 如 与 对 应 直线 的 变换 关系 如 下 : 
(i 名 1 一 dt 十 过 :as2a 十 13U3， 
{3》 上 sala + Azgls, 


TUS = dd Asse i Agsds: 
如 果 缕 得 出 以 后 表示 wi 的 变换 式 ， 可 将 (3) 对 ww 解 出 ,但 这 
样 办 , 要 求 出 行列 式 14;[ 中 各 元 的 代数 余 因 子 。 因 此 采取 另 一 途 
径 , 将 (1) 式 代 人 (ce 仿 上 求 得 (3) 的 道 变换 : 


Auy ~ a1 二 GoW2 十 Gs1ds, 


(4) 2 i 
la ai 十 2a 十 全 sal 
蕊 上 所 述 , 射影 变换 使 点 与 点 向 ， 直 线 与 直线 癌 成 一 一 对 应 。 
变换 式 由 (1) 2), (3), 《4) 给 出 . 


5.8 二 维 寻 影 几 何 基本 定理 


由 3, 4 节 定 理 志 我 们 知道 三 对 元 灶 决 定 一 维 射 影 变 换 ， 现 在 
来 和 证明 二 维 情况 的 业 似 定理 .为 此 , 先 证 

引 理 ”使 三 个 基点 (1,0,0), (0, 1,0), (0, 0,1) 和 单位 点 (1, 1， 
1) 分 别 变 为 无 三 点 共 线 之 四 点 局 (ol oz, 08)，Pz(Bi, Bs, Ba)，Ps 
Cy pe V3); PatD1, ea 563) 的 射影 变换 有 一 个 而 且 只 有 一 个 存在 。 

要 证 明 这 种 变换 的 存在 , 问题 在 于 能 找到 9 个 系数 4a;; 使 a;j| 
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关 0、 以 四 个 基点 和 总 的 坐标 分 别 代 入 5.5 节 (1) 式 ,并 注意 比例 
因子 p 对 于 不 同 的 点 各 有 其 值 , 便 得 a;; 和 pe 所 满足 的 方程 组 : 


PI = an PBi=as, papi= dia 
4 = 11- 12 + ys, 


C1) Pa Boy Pafly dagy PaYa = toa 
Dads =a | 人 aa TF ta3, 


Oa Ha papa = ga， Pays—™— ag, 
D40s = 901i ds {say D1P2PsPa¥0. 


由 此 可 知 , 如 果 决 定 了 pi Ps Pa Pu 那 末 i; 也 感 决 定 了 ， 将 (1 
式 中 各 4 消去 便 得 出 Pi pt Ps P 出 的 一 经 关系 : 
|? G1 Pa LPayi— 0 
pigas tpaBza + Pape— pads 一 
{ims pps 人 
从 这 里 求 出 
! Ds 
:6 月 省 al 0 ?1 .el B， 6 | 
9 有 ya oe 6 pa | Sa Be 6 
6 By p39) ‘os 6 pa las fe 6 
= Hs , 
om Bb ?1 | 
人 > pb | 
oa Ba ya， 
息 王 假设 四 点 Pi 中 无 三 点 共 线 ,四 个 行列 式 都 不 等 于 零 ， 从 而 每 
个 Pi 不 为 零 ， 以 类 公 比 , 则 
pi—kléipy ,ps=R|ady|, Pa 一 下 | 有 6 ps=klafy., 


代 人 (1) 式 得 si 的 值 , 秋 代 入 5.5 节 (1) 趟 ， 并 置 人 一 p', 就 得 出 


(2 wi=|6p8y lar t lady |B rt |eBo| yz, 
(2) sp'zs= 6By lex t [adyp | Bre t [oPBo| yrs, 
pry= [py lesr, + Iady {Bz [uo| yara. 


5. 间 ”二 维和 堵 影 几何 基本 定理 &1 
所 求 变换 如 时 存在, 就 由 人名) 式 表 达 ; 反 过 求 ，《20) 式 显然 满足 
引 旬 的 要 求 , 并 且 由 (1) 式 行 询 式 


| B p71 | 
la | = pi pps .ea B: rs| 
Cs Bs ys 


一 于 cupspapt0. 
所 以 引 理 证 完 , 
现在 米 证 明基 本 定理 ， 
定理 设 忆 ,Ps, Pa, Pi 是 平面 内 性 意 拾 定 的 无 三 点 共 绕 的 四 
点 ? Pi, 3, Ps, Ps 也 是 住 意 给 定 的 无 三 点 共 线 的 四 点 那 末 有 一 个 
而 且 只 有 一 个 射影 变换 存在 使 PPa, Ps， PP 分 别 转换 为 Pl，P3， 
Ps, Ps. 
证 明 以 局 几 示 将 四 基点 变 为 四 点 P; 的 射影 变换 , 以 Rs 表 
示 将 四 基点 变 为 四 点 Pi 的 射影 变换 , 即 
Ri[A,, A;, As, FE]= [Pi Pa, Pa, Pil, 
RsL A,, A:, Aa, Bl= LP', Pi, Pi, Pl 
以 Ri' 表示 Ri 的 逆 变 换 ， 置 于 =BRi'， 则 有 一 个 射影 变换 号 存 
在 , 变 Pi 为 Pi 
REP:, Po, Pa, Py] = ReRi tLPi, Py, Ps, Pal 
= Rs[ Ai, As, As, EJ 
二 [Pi Ps, Pa, Pal. 
存在 性 证 明了 . 
要 证 这 种 变换 的 唯一 性 , 假设 为 任 一 射影 变换 , 使 
RIP,, Pa, Ps, Pij =[P’, Pt, Pi, Pi], 
我 们 来 证 明 总 = 部. 
由 于 RRLA,, As, As, Ej]= RIP,, Ps, Pa, Ps] 


ET rt re ET a A 
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一 [PP3， Ps, Pj 
了 ss， 所 以 


RR, := R;,, 

从 而 下 = Ri' 二 BR， 证 完 . 

系 设 已 ,了 za Ps 是 平面 内 无 三 点 共 线 的 四 点 ， 玉 保 镶 运 
咖 点 不 变 的 射影 变换 ,一 定 是 么 变换 pz 二 PCi 二 1],2,3), 

定理 二 维 射 影 变 换 使 得 一 个 赤 列 和 对 应 点 列 成 射影 对 应 、 
换言之 ， 四 卜 的 误 比 不 四 射影 变换 而 变 . 

证 明 设 有 共 线 四 点 , 取 其 中 两 点 为 基底 , 无妨 设 其 射影 绕 标 
yy far 2) ACA Ra 23) YA1Z) Y Ag. 


总 
设 射影 变换 pX;= 0st; 将 点 YY 和 z 变换 为 了 种 多; 


3 #4 
oF: = Day 及 Zi 一 了 051 和 
二 13=1 


在 这 个 变换 下 , 点 8+ 机 z 波 变 为 
了 到 ;一 Zi Yi AR = Ty 3 
or: TA 
点 3 十 各 2 被 变换 为 
SE ,=o A;. 

已 之 原先 的 四 点 #219 十 dz, 二 223 被 变换 为 四 所 aY，BZ， 
oY-ACBZ)， QP 十 AP2)。 所 以 变换 前 后 的 四 点 的 交 比 同 千 十 
守 ， 即 四 点 的 交 雍 被 二 维 册 影 变换 保留 不 变 

同 理 ， 潜 由 线 坐 标 变换 公式 出 发 ， 可 以 证 明 在 二 维 射 影 变 换 
下 , 平面 内 的 一 个 线束 和 对 应 线束 成 射影 对 应 , 
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5.7 调 影 变换 揭 二 重 元 素 ( 或 固定 元 素 ) 
不 为 射影 变换 所 变更 的 元 素 ( 点 和 直线 )， 称 为 射影 实 换 的 二 
重 元 素 。 一 维 射 影 几 何 讲 过 自 对 应 元 素 或 二 恒 元 素 (3.6 节 ).， 下 
醒 研 究 二 重点 和 二 重 直线 如 和 何 求 得 ， 先 过 论 二 重点 的 问题 . 
设 点 y 是 身影 变换 (5, 5 节 (1) 式 ) 
(1) pr = Sag; tai;| 0) 
j=1 


的 二 重点 , 如 变换 以 后 能 点 y 重合 二 其 自身 : 


¥1 ys 83 pF 
yy ot 比例 因子 》. 


代入 正式 得 (全 pm = 上) 
(8 一些]3 22 ags = 0, 
C2 a+ Coase— HYa! Hoaya = 0, 
Le (fq — LHL) gs =0. 
由 于 如, #2; 3s 不 能 同 峙 为 零 , 故 站 必须 通 合 方程 


一 下 Ha 1s | 
a 1 — 
{3) | Wal fas HH tag 1 =0. 
i 1 32 a | 


总 之 , 虹 求 射影 变换 (1) 的 二 重点 ， 第 一 步 求 变 换 修 阵 的 特征 
方程 (3) 的 根 ， 第 二 步 将 氛 求 每 一 特征 根 代 人 (2) 解 出 相应 的 二 重 
现在 要 求 变 换 (]17? 的 二 重 直线 , 如 果 4 古 一 条 二 重 直 线 , 则 


2 -人 一 B( 比 例 央 乎 ). 


如 Ho 


仿 上 述 代 入 5.5 节 ( 轨 式 ia = S71ayw, 并 令 v=418, 则 得 


i=14 
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CHP a gO, 
(4) De 2 eds -= 0, 


1 下 站 
3 Seattle | 【在 939 一 六 人 8 一切 。 


由 于 sa, way V3 是 直线 的 坐标 , 不 同时 为 零 , 故 ”必须 适合 方程 


HY G2] oat 
《5) [a Gaz—Y fas =0. 
1s 23 tas 一 


注意 , 此 式 可 由 (3) 互 换行 与 列 而 得 , 效 其 三 根 与 (3) 式 的 相同 
六 之 求 二 重 直 线 的 第 一 步 仍 为 求 变换 矩阵 的 特征 根 ， 第 二 步 
将 每 一 特征 根 代 入 (4) 式 , 俐 解 出 读 特 征 根 对 应 的 二 重 直线 . 


5.83 射影 变换 的 特例 


这 一 节 我 们 把 运动 变换 以 及 第 一 章 记 讲 的 仿 射 变换 ， 看 作 射 
影 变换 的 特例 .为 此 ,我 们 把 坐标 三 角形 第 三 个 顶点 4s 取 为 仿 射 
或 笛 氏 举 标 的 原点 , 第 三 边 qstxs== 站 取 为 无 穷 远 线 . 


我 们 对 射影 变换 pz: = 这 jaiszi(i=1,2,3), [ac 天 0 分 别 


加 上 下 述 限 制 ; 
(i) 使 某 一 直线 国定 不 变 ， 注 意 这 并 不 意味 着 它 上 面 每 一 点 
不 变 ; 
《ii 合 某 一 直线 上 二 点 固定 不 变 , 或 使 它们 相 互 转换 ， 
先 讨论 第 一 种 情况 ， 取 这 固定 直线 的 方程 为 x 二 0, 那 末 使 得 
这 一 直线 不 变 的 射影 变换 , 其 形 如 下 : 
| = Hud | Ta 二 如 和， 
(1) | 一 fa oare | zata, 


1 
PL Qs 


dd 
rag 


.8 射影 变换 的 特例 


置 一 号 ，g 一 改 , 则 上 起 又 可 写成 下 形 


Ts 
T =r eo, Nl 代 3 20. 
(2) ty =Bs+Byt+ bo, IB: 局 


这 重臣 第 一 章 介 绍 过 的 仿 射 变换 , 因此 , 信 射 变换 是 射影 变换 的 一 
种 , 它 使 得 无 穷 远 直 线 不 变 . 巧 将 有 限 点 谈 为 有 限 点 ,无 穷 远 点 变 
为 无 穷 远 点 . 

再 求 这 诊 第 一 种 情 部， 在 无 穷 远 直 线 上 到 两 个 点 1(1, i, 0)， 
1 一 ?0)， 试 类 以 这 两 点 为 二 重点 的 仿 射 变换 ， 以 (六 人 和 
C1, 一 2,0) 代 入 (1), 得 

P= THs, A' = tae, 
je Lda, De 


帕 此 得 出 1 22s sr 
竹 # 一 让，9 二 尝 , 刚才 得 出 的 关系 (2) 可 写 为 
(3) 区 ~ tr- py 多 了 | 
y -Sr++ay-hb, BB a 


蔡 壬 ?=~V 十 左 , 则 (3) 可 写作 
中 = r(xcosd—ysing) tn, 
扩 =r(xsind i yeosd +E 
系数 矩阵 是 (8 9 小 它 的 行列 趟 是 Drm> 0 


rsing TCOS 


在 正 交 第 卡尔 坐标 系 下 ，(3) 式 表示 一 个 相 伺 变换 , 因 壤 设 两 
所 CD 《ga go 全 的 枉 讽 为 忆 而 且 象 点 Cz, 扣 )，(22; 的 7) 间 的 
距离 为 吉 , 则 有 
d(x ) Cy 一 名 72 一 
to 甩 2)ra 一 人 十 Cy ¥1) :=r 
其 a’ rd. 
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亦 即 经 过 变换 (3)， 所 有 的 距离 按 定常 数 7 放大 或 缩小 ,图 形变 换 
为 相似 形 , 因而 角度 保留 不 变 . ?7 称 为 相似 比 . 
上 面 要 求 仿 射 变换 人 (27 保留 虚 圆 点 了 得 出 (3?， 潜 要 求 K2) 
将 工 忆 了 相互 转换 , 仿 此 (见习 题 5.19) 得 出 
(3 第 人 Treo no 
y=Pr—oy th-r(vsind— yeosd) t+E, 
系数 矩阵 的 行列 式 是 DP'= 一 天 <0、 腿 上 面 的 精 识 一 样 ， 距 离 也 
接 常数 * 放大 或 缩小 ， 但 有 一 -点 不 同 , 变换 (3” ?是 变换 
多 ， (这 是 关于 = 畏 的 反对 或 对 称 变 换 ) 
跟 (3) 的 一 个 乘积 , 所 以 (3 ) 改 变 了 图 形 的 转向 , 所 以 称 为 捅 相似 变 
摘 , 而 称 {317 为 正 相 亿 变 换 ， 
著 进 一 步 有 ?三 1 则 (3) (3) 分别 成 为 


cosd —sing 


C4) 和 一 Xio05 昌 一 3 3imn 昌 十 大 一 十 1; 
久 =—=raind + yeosdt sin# cosh 

(人 站 zc0s0+ yeing+h, cosd sing| _ _1]. 
入 二 sing—ycosdt+ rE, sinG —¢osd 


主考 称 为 运动 ;后 者 是 一 个 反射 跟 运 动 之 积 ， 它 改变 图 形 的 转 问 ; 
两 考 合 称 合同 变换 或 正 交 变换 ，(4) 保 留 图 形 的 转 阿 ,4 改变 图 
形 的 转向 . 


5.9 变换 群 


玫 何 学 申 所 研究 的 变换 , 一 般 不 是 孤 零 单个 的 , 而 是 一 个 集合 
中 的 一 员 。 十 九 世 纪 后 平 叶 (1872), 德国 数学 家 克 菜 困 (F. Klei- 
n) 曾 从 变换 群 的 观点 来 定义 各 种 几何 学 ， 这 个 观点 使 几何 学 发 展 
了 一 系列 的 新 方向 . 

由 前 所 述 , 射影 变换 式 是 


5.9 ”变换 树 7 


妆 
Pt 一 之 ,同和 (i=1,2,3), |asl¥0. 
了 一 1 


这 里 有 有力 个 次 数 , 因此 所 表示 的 变换 有 无 限 多 个 , 这 无 限 多 不 变换 
性 一 个 群 ， 我 们 来 曾 归 群 的 意义 . 

我 们 估 道 ,变换 就 是 …… 宗 对 应 或 映射 , 使 所 考 虚 的 空间 内 一 点 
寻 与 同 - 室 间 上 册 一 个 叭 一 的 点 4 对应， 如 时 以 文字 了 表示 变换 ， 
这 个 对 应 可 记 以 


A'=—T(A)=TA., 

设 变换 将 4 点 变 为 二 点 ,如 人 (C4) 一 4 和 而 变换 将 所 省 
变 为 4 即 了 447=4， 那 末 我 位 说 变换 下 和 变换 灾 的 来 积 和 将 和 4 
变 为 4”; 

TTCAY] =T'(A =A". 
这 冬 积 用 符号 夫 达 就 记 为 T'T 了 (注意 书写 的 顺序 与 做 变换 的 顺序 
相反 》, | 

注意 在 乘积 中 ， 一 般 术 能 互 换 两 个 因子 的 括 序 (参看 志 题 
1 230), Bh 从 了 TT', 邯 交换 律 一 般 不 满足 

但 结合 律 忆 满 足 , 即 

TPT 二 (人 人 
亲 苦 设 TCA) 一 4 TC4) =A" TA4") = A", 由 
(i) TT TETCAT TADY = A 从 而 
TTT)CA) =T" (AD = A"; 
《ii TITITA) = TTAY = TPA) 
TA ND) = A 
所 以 变换 PCP'T) 和 (TT')T 有 相同 的 作用 , 只 跟 因 子 的 顺序 有 
活 ， 而 与 因子 的 结合 无 关 。 因此 可 以 把 这 个 乘积 无 歧 必 地 写作 为 
到 后 于 
刻 票 对 上 述 变 换 再 加 一 - 徐 件 ， 印 对 于 所 寺 虑 的 空间 内 每 一 个 


-一 ore 
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胀 象 点 二 ,只 在 一 个 原 象 点 了 和 它 对 弃 ， 这 种 紫 换 称 为 一 对 一 的 
变换 ,或 可 递 变 接 . 凡 可 闭 恋 换 一 定 具 有 .一 个 道 变 换 ， 以 了 表示 
下 的 道 变 换 , 由 


T(AY= A', TA') = A. 
名 变 失 或 恒 同 变换 将 每 :点 变 沪 其 自 肯 ,以 工 表 二 ， 从 定义 ， 
了 7 四 = 于 ,人 7 和， 
THT ET 
有 了 上 述 蕉 备 , 我 们 来 给 变换 省 的 定 尽 : 
定 尺 ”满足 下 列 二 条 件 的 变 撞 所 成 的 集合 坎 为 变换 群 ， 
(i) 集合 内 任 二 变换 之 积 仍 属于 这 集合 ; 
《iiy 集合 内 任 一 变换 有 递 变革 ， 且 和 进 变 换 仍 属于 这 集合， 
这 个 关于 变换 群 的 定 广 和 代数 里 抽象 寿 的 定 浆 并 无 不 合 ， 因 
为 变换 之 积 总 是 满足 结合 律 的 ， 所 以 抽象 群 定义 的 这 一 要 求 不 必 
提出 . 并且 每 一 变换 卫 既 要 求 有 道 变换 工 -…, 且 要 求 它 属 十 集合 
叫 乘 各 了 7 = 了 也 就 在 集 侣 内， 所 以 抽象 藉 定 交 中 的 单位 元 此 地 
也 不 必 提 出 , 


5 10 变换 群 的 例证 


现在 米 证 明 一 切 射 影 变换 袍 成 一 个 群 ， 称 为 射影 变换 群 , 
先 来 愉 验 变换 群 的 条 件 (i) 是 否 满 足 ， 设 在 一 切 射 影 变换 所 
构成 的 集合 里 任 取 一 个 上 变换 了 使 点 x 变 为 点 : 


了 3: PF 1 一 Sar laii| #0, 
#=1 
再 在 集合 里 任 取 一 变换 TZ, 使 点 z 变 为 版 


S 
了 2 一 bark, |5: | 天 0- 


t=1 


加 5.11 变换 群 与 玫 何 学 88 
那 末 了 与 了 之 积 了 就 将 成 8 变 为 2 ， 它 的 形式 是 
DOr = Db HT) Dp,, (S00) 
i i 3 


一 守之 po] 


置 cj 二 brits, 吊 
TasT, Per = Dcwrs 
了 


且 击 矩阵 药店 规 律 
lews| = ibel 1 天 0. 
这 说 昌 77 仍 为 一 射影 变换 ， 条 件 疏 应 足 . 
共 议 ,条件 (证) 也 满足 ,， 任 一 射影 灾 换 1 的 族 变 扣 存 在 ,及 仿 
为 一 射影 变换 : 


TI, OFi Oo Dry [Ai:! = 1a | 8A. 
+ 
证 完 . 
同样 , 仿 射 空 换 的 集合 
位 =a dag tn, tr slo 
{ysBirthy-po, |B, PB 


构 或 玉 ， 称 为 位 射 变 提 群 ; 5.8 节 的 相似 变换 (3 和 (3 ) 合 在 一 起 
构成 相 包 人 群 ; 运 动 亦 换 的 集合 


第 cos —sinf -了 1 


yy =esing i- yeosg -WE, |sinb cos8 


构成 人群 , 称 汶 运动 变 接 群 ， 


5.11 变 殴 群 与 几何 学 
1872 御 贞 汪 因 在 爱 哥 兰 根 《Erlangen) 文学 官 读 了 现在 大 家 
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叫做 “ 爱 耳 兰 根 纲领 ?的 演说 , 在 这 篇 论文 中 他 总 结 了 射影 . 佑 射 以 
及 其 它 几 休 的 发 展 结果 , 明确 地 表述 了 构成 这 些 几 们 的 普遍 赢 则 ， 
那 就 是 六 可 以 考虑 空间 的 一 一 变 黎 的 任何 一 个 群 ， 而 且 研 究 在 这 
个 群 的 一 切 变 的 下 保 镶 不 变 的 习 形 性 质 . 

测 此 ， 运 动 群 下 图 形 的 不 变性 质 的 研究 ， 就 构成 欧 风 里 得 见 
和 何 ; 仿 射 群 下 图 形 的 不 变性 质 的 研究 就 将 上 成 仿 射 元 和 何 ; 射影 群 下 图 
形 的 不 芝 性 上 扶 的 研究 就 物 成 射影 几何 ) 千 千 . 

这 里 须要 注意 , 所 谓 一 个 变换 群 下 的 不 变性 质 , 肪 威 指 被 这 个 
群 的 一 场 变 换 保 留 不 变 的 性 质 .。 举例 米 赔 ， 虽 说 有 一 些 中 心 射 影 
将 圆 投射 为 圆 , 但 并 非 所 有 的 中 心 射 影 将 加 投射 为 圆 , 因而 贺 不 是 
射影 儿 何 的 对 象 ， 同样 ,尽管 有 些 仿 射 变换 将 贺 变 为 圆 , 但 一 般 说 
来 图 的 仿 射 映 象 却 是 李 乔 ， 记 以 圆 也 丰 是 仿 射 几 何 的 对 象 ， 相 反 
的 ， 经 过 任何 相似 变换 ， 圆 都 变 成 贺 ， 妈 图 是 相似 群 下 的 不 变性 
质 , 所 以 圆 是 相 侯 几何 (包括 欧 开 几何 作为 它 的 部 分 } 的 对 象 . 

由 于 仿 射 群 是 射影 群 角子 套 , 运动 媳 又 是 仿 射 群 的 子 群 , 所 以 
欧 氏 几何 是 食 射 几何 的 和子 几何 , 仿 射 几何 又 是 射影 几何 的 子 儿 何 . 
可 已 说 , 如果 说 在 1822 年 谋 上 是 党 (Poncelet} 建 立 近 代 射 影 几 何 的 
时 候 , 射影 几何 只 不 过 欧 氏 九 何 的 一 人 党, 那 未 当 现 菜 困 提出 新 的 观 
点 以 后 , 倘 转 来 从 几何 学 的 范围 来 说 , 欧 氏 几何 又 只 是 射影 几何 的 
一 章 了 , 当然 内 容 更 丰富 . 

作为 本 章 的 结束 , 我 们 把 欧 氏 , 仿 射 ,射影 几何 之 间 的 比较 , 列 
表 见 下 页 . 

对 此 表 需 要 解释 一 点 , 即 射 影 变 换 式 含 9 个 系数 4;;， 却 说 和 参 
数 数 且 是 8， 这 是 什么 原因 昵 ? 这 是 因为 9 个 系数 不 可 能 同 为 零 ， 
重要 的 并 不 是 这 9 个 数 ， 而 是 它们 的 租 互 比值 (以 司 : - 数 除 三 式 ， 
由 于 和 使 用 的 是 齐 次 坐标 , 结果 所 表达 的 仍 是 同一 点 )， 所 以 独立 参 
数 数 县 是 8 ， 


对 其 人 1 


| 对 影 玫 何曾 射 几 人 有 | 网 氏 几何 


登 | 射影 变换 机 ， 仿 墓室 换 格 人 运动 空 换 群 


1 站 0 上 了 
Lam ead er Tn -yin 


3 
Pri > i 


: y =Prt Pry a 和 一 次 生 卫 和 5 二 下 
| {E123 Ia cj | Vuong 一 sin 人- 
成 Ta 二: | | | 1 sing osg 
参数 数 H 8 6 3 
要 从 兴 1 接 合 必 | 接合 陀 ,平行 峙 |! 接合 性 ,平行 短 , 正 交 竹 


划 本 了 奖 沙 ， 答 比 | 所 高 ， 角度 
其 


装机 蕊 一 - | 天 穷 这 家 线 | 无 全 地 直 找 , 诬 刹 点 
习 


将 集 符 氏 弘 标 与 对 影 代 标 的 关系 
1 一- 有 ta6 一 入 池 昌 以 齐 交 开标 起 过 ， 
人 


oy 


5.2 在 训 线 上 永和 钢 氏 坐 标 为 2 凡 革 的 三 点 作为 射影 举 标 系 的 刷 ， 几 ， 
五 { 刘 求 此 再 线 上 本 一 点 王 的 箭 攻 公 标 字 与 影射 昔 标 4 辣 的 美 系 ; i) 问 
有 没有 一 点 ; 它 的 两 种 伐 标 朱 等 ? 

5.3 直线 于 的 已 点 在 叙 标 系 (4d4 4 可 下 的 齐 次 射影 虑 标 为 人 ra， 
在 举 标 系 14， 起 ,百人 下 的 时 影 些 标 为 广 1,25) 试 求 [w Yo) 和 tw ，% 匀 加 能 
转 斩 碟 ， 

5 在 二 维 身 影 坐 标 系 下 . 求 直 线 机 上 dd 的 片 椅 和 于 宗 ， 。 

5.5 生出 分 别 通 过 在 标 三 角形 的 质点 
这 证 授 区 地 泛 插 些 标 系 半 ， 三 第 形 的 内 心 和 三 个 帝 心 的 举 标 吕 [分 
训 写 汶 , 11 

3.7 证 明 选 府 杯 三 角形 级 和 内心 为 单 你 点 时 ， 三 如 左 重心 的 枚 酉 可 写 为 


(CDS scos ls, ros dyens dy, wns diceus d;}, 


TT fen de 
癌 
二 
he 
站 
加 
I 
所 
夫 
逐 
汉 
下 
= 
Ee 
es 
由 
MT 
3 
全 
部 


mn 
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5.8， 束 笛 氏 公 款 么 下 三 直线 gg 一 gg 一 小 殖 十 和 一 1 一 小 一 2 一 0 仓 别 作为 
具 棕 三 角形 多 边 ;ds 生息, 和、 取 研 二 ， 坪 ) 为 单位 点 , 求 一 点 的 射 彩 坐 
兵 (TL, 全 2 ts) 二 和 负 氏 吝 标 位 ， ¥ 1) 同 的 关系 ， 
5.9 从 坐标 变换 式 
这 一 一 如 十 各 十 2a， 


EL 一 癌 一 和 -十 开 3 
OEY 一 可 十 各 Wg 
求 出 每 :一些 标 三 第 形 的 三 过 在 另 一 举 标 系 下 的 方程 . 
5 老 有 随 个 坐标 票 , 同 以 六 山 A4s 为 举 标 三 角形 ， 但 单位 点 不 问 ， 
那 未 两 种 坐 慰 间 的 转换 式 为 何 ? | 
531 求 一 个 身影 变换 . 使 点 (4, 0, 1), (0, 1, DC1,1, 1), 《0,0,1) 分 别 
恋 汶 点 (], 0, 0), (00, 1, 0), {0,0, 17, {1, 1, 1), 
"5. 12 看 拓 广 欧 氏 平 商 上 求 平 才 


省" 二 区 -| 将 
gs 
的 二 重 元 素 . 
5.13 在 拓 广 欧 氏 平面 上 求 诈 转 


(x' re0s 0 — Ysinc 
ly' =zsinat yeost (a Dm) 
二 重 元 素 . 
5.14 潍 一 射影 变 儿 使 得 不 基线 的 三 点 不 变 时 , 那 来 这 个 变换 式 可 写 为 
pr! 一 Gm Pr = bra, Pr 一 Coa (Gb), 
5.15 于 射 屁 变 搞 px' 二 一 zw px 一 43 po 一 2 的 二 重 元 素 ， 
5,16 来 射影 变换 pw 一 加 十 Boy PX! 二 Zo Po 一 和 的 二 重 元 素 . 
5.17 求 射影 变换 px 二 4 一 Pw? 一 6 一 3% DY 二 Ww 一 各 一 % 的 二 
基 雹 素 . 
»5.18 证 明 射 影 变 的 px 一 Ti 十 Xo，PR4 二 985 十 2 PX 一 0%s 内 有 一 个 
二 重点 长 通 迁 该 点 的 一 条 二 午 站 线 ， 
5. 19 在 篆 氏 坐标 系 下 , 互 换 两 点 了 ,1 0 和 -1 一 记 虽 的 射影 变 狐 
称 为 反 相 似 变换 , 求 友 相 亿 变换 的 表 夺 式 ， 


5.20 (3) 求 变换 w' 一 全 J， 六 一 ,1 的 二 重点 ， {让 设 为 原点 ， 


3 题 33 


已 沟 直 缆 Y 一 ] 上 性 点 ， 于 和 为 直线 OP 上 -点 焉 的 对 应 点 ， 冰 安 比 [0P， 
省 和 ;iii) 从 这 个 窑 比 值得 出 什么 竺 论 x 和 出 逆 变 换 式 取 验 证 适 洁 论 . 

5.21 试用 一 个 实际 例 了 说 时 两 个 变 撞 之 积 是 不 满足 次 换 社 徇 ， 

5.22 发 证 {RST)-1 一 全 19 RE 1 这 里 般 总 ,TT 家 元 宣 措 ， 

5.23 证 明 :直线 上 丘 奇 错 射 影 变换 prt wi 十 Grr PE? 下 Go 十 
asaxet 二 一 etaz--Gttt 天 的 全 性 构 碟 肥 ， 具 中 43 的 全 体 亚 换 也 和 构 鹏 
三 , 4<0 的 全 体 变 换 足 否 构 成 胖 ? 

5.24 5,4 生 的 反 相 他 变 由 习 ?的 桌 台 是 否 构 眠 群 ? 

5.25 平面 上 关于 直线 的 对 称 变换 的 集合 号 否 构 成 幸 ? 平面 上 关于 点 
的 对 称 变 接 的 集合 是 否 和 构 成 谋 ? 

5.26 证 明 绕 庶 点 的 全 体 旋转 变换 构成 菲 ， 

5.27 半 商 上 有 万 三 点 共 线 的 王 点 由 BC, 站, 设 

4 交 BC 本 4， jee 变 BC 于 4， 


BF 冯 CAT B,, BG 交 人 G4 TB 
CF 交 AB TC OG BT OO. 
求证 三 直线 4 坊 . BBs, C0 条 点 ，( 巡 议 ， 取 4, B,C 作 举 标 三 角形 硕 点 ， 取 


时 
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在 上 一 章 身 影 坐 标 和 射影 变换 的 基础 上 ， 我 们 来 介绍 二 次 曲 
线 的 射影 性 岳 ， 中 心 内 容 是 二 阶 备 线 和 -级 团 线 的 定 允 ， 蔬 斯 卡 
(Pascal) 定 理 和 布 刑 实 双 (Brianchon) 定 理 , 极 与 极 线 的 理论 。 附 
带 从 见 何 学 的 角 放 由 二 次 曲线 束 的 理论 来 阐明 代数 上 解 二 元 二 次 
联 立 方程 组 的 基本 观点 ， 


6.1 二 阶 曲 线 与 二 级 曲线 


定义 ”满足 二 次 方程 
QF? or 二 Qasr T2012T To 


十 Dag 十 D182 dy 二 0D 
E 
《或 莘 写 为 人 az 一 小 
,= 


;二 yi) 的 党 体 上 (Ei1, 了 a, Ya) 
称 为 二 阶 曲线 ， 二 阶 井 线 看 作 
点 的 热 迹 . 

定理 1 有 两 个 不 共 心 的 
射影 线束 ,对 应 线 交 点 的 全 体 连 
辐 这 两 个 线束 的 心 组 成 一 第 二 
价 曲 线 . 

我 们 证 明志 过 的 定理 . 

设 两 个 线束 的 方程 为 

G+ uNH=0, 

其 中 ,于 ，@G'， 


f £4 


7 | 补 2 守 3 


满 总 二 次 方程 
Bia -HF dood? + 再 ss 和 和 -+ 全 六 si 
十 六 而 24 如 3 证 > 十 了 21381223 一 0 


] 
(或 简写 为 、BD5imwy=0 
i,j=1 


bi 一 种;;) 的 爹 体 直线 (Wf Wz, Wa) 
称 为 二 朗 曲 线 , 二 级 曲线 看 作 直 
线 的 包 络 . 

有 两 个 不 共 底 的 射影 点 列 ， 
对 应 点 联 线 的 会 体 连 同 这 两 个 
点 列 的 底 组 成 一 条 二 级 曲线 . 


G+ nu'B'=0, 
的 -次 齐 次 式 , 例如 说 == 名? 十 


Gaza + ar3, H=Rt horot ata, 等 等 . 并 且 由 于 两 线束 成 射影 
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.1 一 阶 曲 纱 与 二 级 曲线 


对 应 ， 所 以 有 有 


，_ QH 二 月 加 - 
及 ys gry 0, 
从 上 两 式 解 出 志和 和, 代 人 这 一 式 得 
一 GCC 
五 dH—yaQ’ 


或 

OH yO H(AR a0)=0. 
这 式 去 端 是 ro za zs 的 二 次 前 式 , 所 以 按 定义 ,两 射影 线束 对 应 线 
交点 的 轨迹 是 一 条 二 阶 曲 线 ， 并且 = 豆 =0 满 足 上 述 方程 , 即 
第 一 线 东 中心 是 一 阶 曲 线 上 的 -点 ， 同 理 第 一 北 束 中 心 也 是 这 二 


阶 曲 线 上 -… 点 ， 
定理 2 设 有 一 条 二 和 阶 秘 


绕 , 它 是 由 两 个 射影 线束 对 应 线 | 
的 交点 构成 的 设 4 百 为 这 曲 1 


线 上 两 定 直 ， 韶 为 其 上 一 动 起 ， 


则 两 线 素 A{H) 与 BL} 成 射 | 
影 对 上 应. 【参看 习题 3. 18) 

我 们 证 明 堪 过 的 定理 ， 这 定 
理 的 意思 是 说 ， 一 条 二 阶 明 线 可 
以 也 其 上 任 项 点 为 两 射影 线束 中 
心 , 以 产生 这 遇 线 . 设 二 阶 曲 线 是 
志 两 个 射影 线 来 O04P} 和 0 1{P} 
《图 617 产生 的 ， 本 和 [ 百 是 其 上 


Re 


设 有 一 和 演 二 级 曲线 , 它 是 由 
师 个 射影 点 列 对 应 点 的 联 线 构 
万 的 5 设 后 已 为 这 曲线 的 两 条 宝 
线 , 信 为 它 的 一 条 动 直 线 ， 则 两 
点 列 和 } 与 也) 成 射影 对 应 ， 
(参看 习题 3. 21) 


图 6,1 
两 定点 , 性 是 其 圭一 动 点 , 要 证 明 ALWYA BLMY, 
设 E=0Px AMS OAxOB, EK'=BMxO'P, B=0Bx 
MA =O 4BM. 
闫 未 出 假设 
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OCABPM)AO (ABPAM). 
分 别 以 直线 4 如 简 1 BM 截 这 两 线束 ,得 
(AB' KM)ALA BE' M). 
由 于 这 两 直线 的 公共 点 并 对 应 于 正身 , 由 3.5 节 定 理 2， 
(AB’' KRM) FABE' MY. 
于 是 由 透视 定义 ， 三 直线 44'，B'B, KK' 正点 ， 即 是 说 三 点 ， 
五 ,3 共 线 . 
现在 让 五 点 0,0', 4, 5,P 国定 不 动 , 耐 必 点 在 二 阶 曲线 上 变 
动 ,这 时 不 论 亚 点 的 位 置 如 何 , 三 点 玉 , 8, KK' 总 是 直线 的 ， 所 以 
4(MIKOP 上 的 点 列 (K} 人 QP 上 的 点 列 {KBLI)， 
从 而 证 到 42J 和 BUT 


定理 3 给 定 无 三 点 共 线 给 定 无 三 线 共 涉 的 尾音 五 
的 任意 五 点 ,可 决定 一 条 也 仅仅 | 条 让 线 , 可 决定 一 条 而 且 也 仅仅 
一 条 二 和 阶 曲线 ， 一 条 二 级 明 线 ， 


仍 证 明 互 为 对 偶 的 两 定理 的 左边 一 个 ， 设 已 知 五 点 为 0,0"， 
4，B, C， 以 其 中 任意 两 点 例如 0 和 0' 为 心 ， 分 别 联 线 04, 08， 
0C 与 0'4,0'8,0'C、 由 一 维 射 影 几何 基本 定理 (3,4 节 定理 4)， 
三 对 对 应 线 04 与 0'4,08 与 0'8,00 与 0'0 决定 唯一 的 射影 对 
应 , 从 而 决定 了 唯一 的 一 条 二 阶 曲 线 通过 已 知 的 五 点 (定理 1). 由 
定理 2， 知 稀 这 样 决定 的 曲线 ， 不 因 哪 两 点 取 为 线束 的 中 心 而 改 


变 ， “ 

定理 4 -二 价 曲 线 上 四 定 | 二 级 曲线 的 A 直 绕 与 
点 与 其 上 人 性 意 第 五 点 所 获 四 真 | 它 的 许 密 第 五 条 直线 相交 所 得 
绕 的 交 比 【人 稍 基 这 窑 比 有 意 交 ) | 四 点 的 交 比 《 倘 营 这 交 比 有 意 
为 常数 义 ) 为 常数 ， 

仍 证 左边 的 定理 设 四 定 虚 以 4, 吾 , C, 厂 表示 ， 并 以 吾 和 民 
表示 第 五 点 的 两 个 位 置 ， 到 召 和 天 作为 两 个 射影 线束 前 下心 以 
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产生 这 二 阶 曲 线 ， 则 吾 (44, B,C DAB’ (A,B,O, DMm EB(.!B, 
CD)} 二 BCA4B, OCOD)Y， 有 邮 是 说 四 惠 线 所 成 忆 比 ， 不 园 第 五 点 的 位 畦 
而 变 ， 玻 为 一 常数 . 


6-2 二 次 曲线 的 射影 定义 


定 必 二 阶 曲 线 就 是 两 个 二 级 曲线 就 是 两 个 射 影 点 
射影 线束 对 应 直线 交点 的 全 体 . | 列 对 应 点 联 线 的 全 体 . 


由 于 射影 对 应 昼 分 为 透视 对 应 与 非 透视 对 应 两 入 ， 如 果 专 就 


透视 的 射影 对 应 而 言 , 我 们 有 下 述 定 艾 ， 


定义 ”两 个 透视 对 应 线束 
中 ,对 应 直线 交点 的 全 体 称 为 变 
态 的 二 阶 曲 我 . 
既 属 于 第 一 上 
7 区 是 自身 对 应 的 ， 所 以 这 联 
线 上 和 任 一 点 都 可 以 看 作 是 交点 ， 
因此 变 志 的 二 阶 曲线 是 两 条 直 
线 (点 列 )， 基 中 二 乱 嫩 此 联 线 ， 
另 一 条 就 是 对 谋 直 线 交点 所 在 
的 直线 (图 人 i267 看 极限 请 况 ， 
这 两 直线 可 重合 为 一 直线 . 

本 


两 个 透视 对 应 点 列 中 , 对 应 
忘 联 线 的 金 体 称 为 赛 态 的 二 级 
是 线 . 

注意 : 两 个 底 的 交点 皮 属 


于 第 = 二线 十 于 第 一 点 列 ， 式 属于 第 二 点 列 ， 


它 是 自身 对 应 的 ; 所 以 过 这 交点 
的 任 - -直线 都 可 以 看 作 是 联 线 . 
因此 变态 的 二 级 曲线 是 两 个 点 
(线束)， 其 中 一 个 即 此 交点 , 另 
一 个 就 是 共 忆 对 应 点 了 腾 线 所 交 
的 那个 点 {图 6. 25)， 在 极限 情 
沉 下 , 这 两 点 可 重合 为 一 点 ， 


da 清关 


车 ”二 次 明 毕 的 导 影 狂 捷 


常态 一 级 轴线 ， 
定 巡 有 两 个 非 涛 视 的 不 


交点 的 会 体 标 为 常态 二 阶 曲线 

一 似 后 (6.5 节 定 理 2 ) 将 证 明 : 常 悉 二 阶 曲 线 与 党 

间 有 下 述 关系 - 
2 


定理 
线 全 体 组 成 常态 二 组 曲线. 
-人 


扔 1 


有 西 个 非 送 视 的 不 共 底 的 
影 对 应 点 列 , 其 对 应 点 联 线 的 


+ 爹 体 丈 为 常 坊 二 级 曲线 


态 二 级 曲线 


常态 二 锋 曲线 的 切 点 全 笨 
组 成 常态 二 阶 井 线 


6.3 巴 斯 卡 与 布 利安 双 定 理 
根据 一 次 曲线 的 身影 定 文 , 有 以 下 两 个 互 为 对 候 的 著名 定理 . 


巴 斯 卡 定理 设 一 六 角形 
内 接 于 一 条 二 次 曲线 , 那 末 它 的 
三 驶 对 这 的 变 点 共 线 ( 巴 斯 卡 
线 ). 

设 1,2, 3, 4, 5, 由 是 内 接 六 
角形 的 六 个 顶点 :图 8.39), 则 过 
12 与 45, 23 与 56， 
为 三 取 对 边 , 现 证 二 观 对 过 的 驳 
点 TI 111 去 线 ， 


图 6.3a 


34 与 61 称 


布 利安 观 定理 设 一 六 这 
形 外 切 于 一 条 二 次 曲线 , 那 束 它 
的 三 双 对 顶 的 联 厂 共 点 《市 利 
安 双 点】. 

设 1,2, 3,4，5,，6 是 外 切 去 
过 有 形 的 六 条 过 (图 6.35), 则 顶点 
12 与 45，23 与 50，34 与 61 称 
为 二 机 对 项. 再 证 三 双 对 顶 的 联 
2 了 I TIF 打点 . 


图 8.38 


以 直线 2 和 6 为 底 分 别 去 


03 巴 斯 卡 与 而 利 才 到 定 理 99 


其 它 册 点 , 得 到 | 截 其 他 四 线 , 得 到 
2 (4351 ) 6(4351), 但 | 2(4351) 二 6《 4351 )。 人 性 


204351)45 (43' 51)， 这 里 3 是 | 2(4351) 名 (43'50D, 这 里 3 是 点 


直线 23 与 45 的 交点 , 员 且 . 23 与 45 的 联 线 , 而 有 是 . 
6(4951)34(435'IIT), 这 里 5 6(4351)34(435'THE)， 


是 直线 65 与 34 的 交点 ,把 上 面 | 这 里 5 是 点 65 与 34 的 联 线 , 把 
三 问 射影 对 应 联系 起 来 , 得 到 ”| 上 出 三 回 射影 对 应 联 系 超 米 ， 


(43'51) (435’111). 得 划 
由 于 点 4 自身 对 应 , 所 以 (43'51)"z 【435 TI1)， 
(43"5I) 二 (435 HIE). 由 于 查 线 至 自身 对 应 , 所 以 
因 些 三 直线 33”…, 55', IIII 交 于 一 (43'5I) 坟 (435'JTID. 
点 ， 即 是 说 33' 与 55 的 区 点 开 | 因此 三 点 33', 55 ,II 在- 直 
在 直线 工 III 上 . 线 上 , 即 是 说 33 与 55 的 联 线 开 


(注意 :定型 320.1 节 ) 所 证 | 通过 点 工 lL 
寺 点 下 ,站 ， 避 共 线 ， 好 大 本 定 
理 , 


证 完 
北 定 理 车 六角 形 的 三 双 
对 这 的 交点 共 线 , 那 末 这 六 角形 | 共 点 , 那 示 这 六 边 形 外 切 于 一 二 
内 接 于 一 二 次 曲线 ， | 次 曲线 。 
我 们 以 巴 斯 十 定理 的 刻 定 理 为 例证 之 . 
设 123458 为 -六 前 形 ( 图 8.3a), 对 边 12 与 45 的 迹 点 
是 天 23 与 56 的 安 点 是 IL 34 与 61 的 交点 起 TEL 并 且 三 点 LI 
IEH 共 线 、 区 以 3 表示 直线 45 和 23 的 实 点 ， 以 了 展示 4 和 65 
由 段 渴 可 知 址 线 337 555 T I 站 点 ,所 以 
(43'51 一 (438THI)。 


若 六 这 形 三 双 对 顶 的 联 线 
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但 
(49' HT)2(43'51), 
C1105'111)=6(435"1I1); 
所 以 
2(43'59) 二 6(435'III)， 
亦 即 


2(4351) 二 6(4351)， 
因此 有 一 条 二 次 曲线 通过 六 点 1,2,3, 4,5,6, 证 完 , 
巴 斯 卡 与 布 利安 双 定 理 的 特殊 情况 
《1) 若 将 变态 二 阶 曲 线 与 变态 二 级 曲线 合 称 为 变 杰 二 次 帅 
线 , 而 且 看 作 是 常态 二 次 曲线 的 特 萄 情况 时 , 那 末 从 巴 斯 卡 定理 与 
在 利安 观 定 理 直 接 扒 出 巴 直 斯 定理 及 其 对 偶 定 理 ( 图 6 sa 和 
6. 4b). 


图 6.46 图 6. 4 


《2) 在 常态 情况 知 果 令 丙 相 邻 的 元 来 重合 , 例如 5 三 6, 那 末 


大 角形 变 成 五 角形 ， 按 8 六 边 形变 成 五 边 形 ， 点 56 


变 为 久 5 寻 的 蕊 线 , 因此 有 : 沈 成 直线 5 上 的 著 点 , 因此 有 : 
设 一 五 骨 形 内 接 于 一 二 次 设 一 五 这 形 外 切 于 一 二 沈 


曲线 , 则 一 这 与 其 对 顶 的 志 绕 的 | 曲线 , 则 一 顶点 与 其 对 过 上 切 点 
玄 点 ,以 加 其 祭 两 对 不 相 鹿 的 过 | 的 联 线 ,以 及 其 余 两 对 不 相 鲜 的 
的 交点 共 线 (图 6.54), | 项 点 的 联 线 共 点 [图 5. 58), 
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| 
| 
| 
图 fm | 图 6,55 
(3) 如 果 让 三 对 招 侣 拘 元 素 重 合 , 例如 1 三 2,3 三 4, 5=6， 那 
来 便 有 
设 一 三 角形 内 接 于 一 二 次 | 设 一 三 这 形 外 切 于 一 二 次 
曲线 , 则 其 三 边 与 对 项 处 的 切线 | 区 线 ,其 其 三 顶点 与 对 这 上 切 点 
的 三 交点 共 线 (图 6.6r)， 的 三 条 联 线 共 点 {图 6. 65). 


了 7 了 


6.4 关于 二 次 曲线 的 极 与 极 钱 
和 没 民 次 申 线 本 的 方程 为 
DD: Gust | Ad? sari Ziar da: 2429t2T 
二 2419r1T3 二 0, 


四 
或 >， Oak Oy ai = ys Gs 为 实数 ， 


£,$=1 
我 们 照 设 工 是 常 坊 的 , 即 不 避 化 为 两 直线 ， 且 系数 矩阵 (4,3) 
的 穆 为 3, 成 |aij| 关 0. 
让 我 们 求 不 在 工 工 的 两 已 知 点 引导 2 的 联 线 和 了 的 交点 ， 联 


‘02 第 六 章 ”二 次 曲线 的 射影 性 质 
线 上 芷 一 点 可 写 为 
pz 一 扩 十 453， (i=1,2,3)., 
车 此 点 在 工 上 , 则 其 柳 标 x; 应 名 足 工 的 方程: 
Op Parr Dautys ta) (yt he2) 


= Tay dt DATa zi A Toiziz 
这 是 4 的 一 个 二 次 注 程 ,以 妨 , 和 表 其 两 根 , 了 是 有 两 个 将 点 
P,. i ， 
1 Px Ed 十 zis (£=1,2,3), 
P,. 月 2 让; Yi daz, 


四 点 zz 了 ,Ps 所 成 的 诡 比 是 


(yz, PiPs): = 有. 


: 定 尽 ”如 累 酚 点 护 的 联 线 被 它 和 上 的 交点 五 Pa 所 调和 分 
划 , 则 称 两 点 z2 关于 二 次 西 线 卫 成 共 辑 点 。 

定理 不 在 1 上 的 两 点 8 关 于 二 次 曲线 ijwi7Tj 二 0 成 
共 饮 的 条 件 及 

和 

证 明 ” 共 力 条 件 号 (3 各 PPa) 王 一 1, 或 加 十 机 于 9， 但 访 ， 让 
是 二 次 方程 

全 0 的 根 , 利用 根 与 系数 的 
关系 ， 所 求 条件 即 Zaiy92; 二 0 由 于 44 二 aj;， 这 美 系 也 可 写作 
aij2; 二 人 表 骨 # 和 z 两 点 的 地位 是 对 称 的 证 完 . 

定理 2 通过 一 已 知 点 乡 引 诸 直 线 ， 这 些 和 直线 与 王 的 划一 对 
交点 有 时 的 一 个 调和 共 笑 上 志 ， 妈 莫 关 于 本 的 一 个 共 轿 点 ， 这 些 共 
示 点 的 执 训 是 一 条 直线 , 称 为 点 站 的 极 线 ， 总 引 称 为 这 直线 的 极 ， 

证 明 在 定 埋 1 的 共 印 条 件 中 , 把 5 看 作 定点 的 坐标 ,而 把 3 
看 作 动 点 的 此 标 , 显 见 > 避 的 加 迹 为 一 直线 , 其 方程 为 
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之 4 85 0 
写 出 来 (利用 sj = 42) 部 
Cau Gls: Oags): + Cag 如 32 部 3 
T Coed) Za 1 (Qadir das | Heya) 2a— 0 

证 完 ， 

定理 3 若 点 攻 的 极 线 通 过 点 2, 则 莱 2 的 报 线 也 通过 点 洋 ， 

证 明 ”出 假设 , 点 # 的 极 线 通 过 点 xz， 即 上 后 z 是 点 ## 的 诸 共 轻 
点 之 一 + 因 出 倒转 来 ; 点 3 也 是 点 = 的 诸 式 乞 点 之 一 ， 所 以 点 的 

定理 生 设 总 z 在 点 浊 的 极 线 上 移动 ， 那 末 点 3 的 极 线 绕 点 
和 而 转动 。 名 是 说 ， 在 根 与 极 禾 的 对 应 中 ,让 上 刁 直线 对 上 应， 点 列 与 
线束 对 应 ， “ 

定理 5 若 一 点 ## 在 它 自 身 的 板 线 上 ( 旭 # 是 自 其 绽 点 ), 则 ? 
在 二 次 曲线 上 . 反 过 来 也 咸 立 。 

证 明 因 点 # 的 极 线 通过 点 8 本身， 所 以 它 的 坐标 满足 它 的 
极 线 的 方程 aijy:7j 一 0, 印 是 说 我 们 有 衬 gi 芒 的 一 0， 此 式 天 明 虐 
yg 在 L 上. 

友 忆 ,车 点 8 在 1 上 ,即刻 ayy j=0, 那 未 点 的 从 标 硝 足 
它 的 极 线 的 方程 , 因而 在 这 航线 上 . 

定理 8 该 点 多 在 卫 上 上 ， 那 来 它 的 家 线 就 是 生 在 点 纪 的 切线 ， 

证 明 由 假设 , 点 8 在 了 上 ,所 以 之 qi 久 一 0, 再 在 以 表示 多 
次 于 个 的 许多 共 罗 点 中 的 一 个 , 则 有 ayy 一 0。 计 我 们 米 求 点 
y 和 的 联 线 与 六 的 两 个 交点 Pi Pa， 根据 本 节 一 开始 的 说 明 , 这 
样 的 点 可 写作 

下 DPI Wi Ais 


- 【= 1,2,3,), 
Py: De 


EE EE a ee et TT eT en 


4 第 六 瘟 二 次 曲线 揭 射 影 忻 质 
其 中 心 ,4s 是 方程 于 二 425 十 242 918j- 也 Gay 二 0 的 根 ， 在 
现在 的 条 作 下 , 这 方程 变 为 下 2ai2;33 二 0, 轩 此 所 二 加 二 0. 

这 意思 是 说 ， 征 何 -一 点 与 8 世 
共 力 叶 ， 它 和 点 的 联 线 跟 了 信 相 
交 杆 两 个 重合 点 ， 耐 此 点 好 本 
身 {图 6.7)， 可 见 # 的 一 切 其 思 
点 在 以 点 8 为 场 点 的 团 线 上 ， 证 
党 ， 图 6.7 

这 定理 表明 , 二 交 曲 线 的 切 点 与 谣 线 的 关系, 正好 是 授与 模 线 
关系 的 特殊 情况 . 附带 得 出 下 面 的 系 : 

么 1 设 交 为 卫 ， ZEqijfi8j 二 0 上 一 点 ， 则 栈 在 这 卡 的 切线 广 
程 为 


22 


Pp 


Eadyizi = 0. 

系 2 醋 上 住 一 点 归 ， 己 本 在 点 到 的 奶 线 上 任 一 点 4 对 于 本 
成 共 辆 ， _ . 

我 们 推导 的 结果 , 适 州 于 一 团 射 影 些 标 , 因此 也 适用 于 射影 些 

以 下 考 碟 甘于 二 深山 线 航 极 与 航线 的 作 图 问题 . 

TI， 求 作 一 已 知 点 的 报 线 . 

以 了 表 已 知 点 ,了 表 所 求 极 线 . 

若 卫 在 IT 上; 只 要 作 了 在 己 点 的 切线 就 得 到 极 线 gp， 这 作 突 请 
读者 仁 学 了 这 里 的 两 休 作 图 题 以 后 自生 设计 . 

若 忆 不 在 1 上 {不 论 在 卫 内 部 或 外 部 , 作 鞭 相同 ), 通 过 情 点 作 
引 两 直线 使 与 工分 别 实 于 4,B 及 C,D( 图 6.8), 设 @=AC x BD, 
忆 = AD x BO, 那 末 ER 就 起 所 求 的 极 纵 了. 

站 为 进 一 REx 4B, 庆 -Rx CD, 闭 来 由 完 爹 四 点 形 或 完 金 
四 线形 的 调和 性 质 ,我 们 有 (PE, 48) 二 一 ], (PF,，CD) 一 一 1， 所 
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图 5.8 
以 由 共 轿 点 的 定 关 ,和 也 是 也 的 两 个 共 思 点 ， 从 而 直线 FF( 即 
QR) 就 是 卫 碟 的 航线 . 

丰 这 里 还 可 以 指出 两 个 重要 结果 : 第 一 , 疹 卫 在 了 外 部 ，? 与 
中奖 于 两 点 型 , 让 这 两 点 在 五 上 , 所 以 与 五 泵 加 ， 俱 于 在 工 上 ， 
内 而 由 定理 6, 与 开 共 斩 的 王 点 在 焉 点 的 团 钱 上 , 可 见 P 计 夺 切 线 ， 
闻 理 PN 也 是 切线 ， 可 见 从 一 个 外 部 点 的 极 线 的 放 图 立刻 得 出 
由 该 点 向 了 所 引 两 条 雪线 的 作 图 ,这 人 放 图 只 用 了 直 尺 ， 

第 二 ; 观察 入 P8R, 己 经 知道 名 和 是 玫 全 上, 所 以 和 三 共和 皂 , 若 
将 上 面 的 作法 解释 为 求 如 点 的 极 线 的 作 贺 ， 立 见 P 尽 就 是 入 点 的 
极 线 旬 即 总 和 五 也 次 纤 ， 从 而 五 点 的 极 线 了 就 是 焉 战 的 两 个 江 斩 
点 卫 和 忆 的 联 线 ， 这 个 三 角形 PQE 的 每 一 顶点 和 余 二 顶点 共 玺 ， 
从 而 每 一 于 点 和 它 的 对 边 是 极 与 极 线 的 关系 ， 这 样 的 三 角形 称 为 
英 十 广 的 自 板 三 育 形 ， 这 个 极为 重 尝 的 概念 以 后 还 要 闸 述 ， 

]I.， 还 作 一 已 知 直线 卫 芍 极 P. 

解决 了 问题 I 以 后 , 这 个 问题 便 迎 妨 而 解 了 , 艳 已 知 线 卫 上 人 
取 两 点 外 和 ER, 接 上 述 方法 作 其 航线 2 和 7《 图 6.9), 则 卫 即 为 点 
8X 了 T， 因 为 这 点 既 在 8 上 义 在 7 上 ， 所 以 驱 与 人 @ 共 固 ， 叉 与 玉 共 
元 , 国 而 这 点 的 极 线 昆 台 有 . 2, 或 者 说 点 4xr 十 了 的 极 . 
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民 © 
图 6.9 
6.5 配 极 对 应 
设 有 一 二 次 曲线 
Baiytit;—=0 (j= 01), 


仍 假 设 它 是 常态 的 , 即 设 1ai;;| 关 0. 
设 > 为 一 已 知 尽 ,以 了 表示 2 点 的 极 线 上 点 的 流动 坐标 矢量 ， 
则 点 zz 的 极 色 方程 为 ajx:Xj 二 0, 号 出 来 就 是 


CaN Tt digTa 十 Harta) ELT ant -Hoare t+ dosta) Ke 


十 《好 gifi 十 和 gs 十 本 9383 下 3 一 由 


这 航线 的 坐标 是 


» | 
= 31 十 让 99 让 3 
由 于 1ai;| 关 0， 从 (1) 式 解 上 zh za zy3 得 
_ 人 
oe = A Are Tea Ais Aj, | ds! = |g 


TEa A Ad. 


Te + sta, 


= 1 er! gr 


从 (1) 和 (42) 可知, 给 定 一 点 , 有 一 条 直线 (已 徊 点 的 极 级 ) 和 它 
对 应 ; 反之 , 给 定 一 直线 ， 有 一 点 (已 知 直线 的 极 ) 和 它 对 应 、 这 种 
对 应 称 为 关于 二 次 曲线 本 的 配 松 对 点, 天 于 式 即 (1) 与 (2). 

配 极 对 应 使 得 凡 点 为 元 素 的 图 形 转变 为 以 直线 为 元 娄 的 几何 
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接 配 概 对 应 互相 转变 的 两 个 立 形 ， 称 为 下 为 瑟 雪 图形， 例如 四 点 
形 对 于 一 二 次 曲线 的 配 极 图 形 古 四 线形 ， 四 线形 的 本 械 图 形 古 四 
点 形 ， 配 要 对 应 林 亿 使 图形 转变 为 对 候 图 形 ， 而 且 还 使 射影 性 质 
转变 为 对 倡 性质， 为 了 说 明 这 一 sa, 我 们 证 明 下 述 定 理 . 

定理 1 站 配 家 对 应 下 ， 点 到 与 线 隶 之 坦 的 对 应 (6.4 节 定 理 
4) 是 射影 的 ， 

证 明 设 通 过 配 极 对 应 , 点 # 和 zz 分 判 转 变 为 直线 2? 和 名 , 即 


DV; Sa 
- 


一 
门 at 一 > ,ij 
了 


嘟 未 这 靖 点 联 绥 上 的 任 一 点 x 二 十 hz 转变 为 直线 六 使 


(i=1,2,3), 


= ag A a 
I 了 


[| Dali = Pv 二 有 Pa 和 
画 毕 Ou Vt A iD;, 
其 中 


这 说 明了 点 列 y 十 4z 技 配 极 对 应 转变 为 线束 2 十 久 w, 其 中 4 与 站 
之 闻 有 一 个 射影 对 应 的 英汉 《从 而 点 到 中 四 点 的 交 比 , 等 于 它们 四 
条 根 线 的 交 比 )， 证 元 . 

国 为 对 影 性 质 是 在 射影 对 应 下 保持 不 变 的 性 质 ， 而 配 极 对 应 
又 使 得 点 列 和 线 果 成 射影 对 庶 , 所 以 通过 配 极 对 应 , 有 关 点 列 的 性 
质 便 转变 为 月 关 线束 的 相应 性 质 . 
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施 斯 尖 (Poncelet) 首先 由 配 访 对 应 的 上 述 性 质 说 明 射 影 拖 
何 里 对 依 头 理 的 止 确 性 . 

现在 来 证 明 6. 2 节 定 理 . 

定理 2 常态 二 价 曲 线 的 切线 物语 常态 二 级 曲 红 ， 

证 明 设 二 次 曲线 本 欧 点 方程 (二 阶 曲线 ) 次 

ATi 0, (as =a [07| 0). 

设 一 点 zf 在 1 上 , 则 虑 2 的 航线 即 耻 在 这 点 的 切线 , 从 而 切线 的 坐 
标 由 (1) 式 给 出 : 


es 


= 


{1) 1 


AUs 一 Ga 省 十 tara-t aka. 


6.4 节 定理 5 证 明了 点 & 在 了 上 的 充 要 条 件 是 : 点 在读 点 的 极 
线 上 , 即 
(3) 十 让 
把 C1) 和 (3) 看 作 四 元 sn zz za P 的 齐 次 方程 组 ， 由 于 这 四 数 
不 可 能 同时 为 零 (p 隆 0, (zh za zs 天 (0,0,0)), 消去 fy Yo ta， 站 
便 得 [的 切线 所 应 满 吓 的 方程 ; 
I Me Ha Mi 


好 21 ez tag Ye 


{4) =0. 


展开 即 
《4 ) 17 十 二 go 十 世 98982 十 222 -2 da 
424Aisuua = 0. 
此 式 世 可 将 (2) 代 入 (3) 得 到 ,由 于 1]aii| 是 对 称 行列 式 , 故 4;j 
二 4s， 即 (4 站 的 答 阵 想 是 对 称 的 ， 并 且 |4;s| 二 19iil* 关 0， 所 以 
(4 是 一 个 常态 二 级 曲线 ， 从 这 里 我 们 得 出 一 个 方法 ， 已 知 常 楚 


5.5 积极 可 履 
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二 深 贡 线 的 点 方程 时 ; 如 何 求 基线 六 程 . 


仿 此 可 证 : 已 知 一 常态 二 次 曲线 的 线 方 程 为 (由 ， 则 其 志方 


码 为 
[4 4 Ais 
C5) sol Azy Las xz 0. 
lsy Ass dag Ys 
| Ea 全 ww 可 


可 以 还 明 ( 我 们 满足 于 叙 寺 结果 ， 不作 代 效 知识 的 补充 了 》， 
与 娶 宁 出 发 的 之 GijyziTj 一 0 等 价 ， 


6.6 二 次 曲线 的 射影 分 类 


(5) 式 


在 这 里 ， 仅 就 以 点 化 标 吉 友 的 二 次 曲线 (二 阶 曲 绕 ) 进 行 射影 
分 类 ， 二 级 曲线 的 射影 分 类 可 以 对 仿 地 推广 ， 中 心 概念 是 二 次 型 


的 秩 和 一 次 曲线 的 和 白 根 三 角形 (6.4 刷 ) 
定 巡 ” 设 二 阶 曲 线 的 方程 为 
工 : Fajrity =0, oi = tps 
凡 满 足 方 程 组 
G1131 TT 一人， 


(1) aT1 十 你 22 和 2 十 Gas “0, 


aus, 二 taste taswa = 0 


的 点 2, 称 为 荆 的 奇异 点 . 工 的 奇异 点 若 痛 在 , 儿 在 本 上。 


Gy A 3 


D= la is (zg 
(sy da Wal| 
称 为 上 的 判别 式 , 行列 式 的 秩 称 为 工 的 秩 ， 
下 面 分 三 种 情况 进行 讨论 . 
1， 设 恕 的 秩 为 3 这 时 了 和 关 0, 方程 组 人 1) 没有 非 零 解 ， 


吉本 温 


— 
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有 奇异 点 ， 平 面 上 每- -点 了 存在 叭 -的 一 和 某 对 庶 棚 线 : 


站 中 一 在 门 二 1 一 rg iats, 


{2) Pus fr daira tag 
[pas on, -gr aTy, 

这 里 (aas:2s) 天 (0,.0,0), 天 则 (1) 将 有 非 零 解 , 秩 将 小 于 3 了 , 

在 平面 上 和 任 取 一 点 41( 担 不 在 1 上)， 以 a 表示 4, 关于 本 的 
极 线 ， 在 wy 上 但 不 在 上 任 取 一 点 4z,， 以 ts 表示 向 关于 [的 极 
线 , 则 中 通过 41.(6.4 节 定 理 3)， A 
设 4s 是 wu os 的 交点 .由 于 44 的 NM 
一 个 共 轿 点 是 41， 一 个 共 罗 虚 是 
有 2，， 所 以 4s 的 极 线 是 4 一 Al4，- 
六 A14;4; 是 工 的 一 个 自 极 三 角 
形 ( 图 6. 10). 这 样 的 自 极 三 角形 


有 无 数 个 . 图 5.10 
现在 取 自 极 三 角形 人 414sd4s 为 玲 标 三 角形 ,我 们 来 看 工 的 方 
程 如 何 简化 . 


我 们 知道 (6. 4 节 定 理 1) 两 成 和 zz 关于 1 成 共 蜀 的 条 伞 基 
Soyizi CO Aye a ya) 2 {a2 goade 
Gaya) Za Coa;ag: + 0a 1 Cagad2s = 0, 

于 是 ， 由 于 41 和 和 4 成 站 罗 ，t4s 一 0; 4 和 4 成 共 轩 , a19 一 人 0 
4a 和 4s 成 共 辑 , gs 一 0， 所 以 工 的 方程 变 为 

(3) Gum! T2272 -+ Gg? —0. 
由 于 了 = G2e0g3 关 0, 所 以 ol 22, ms 都 不 为 零 , 可 见 取 自 极 三 角 
形 作 为 坐标 三 角形 ,曲线 方程 的 长 方 项 便 消 去 了 . 

因 (3) 式 各 项 符号 的 异同 , 又 可 分 成 两 种 情况 , 如果 以 zx; 代 竺 
~ ari|x; (这 等 于 选 政 合宜 的 单位 点 ) 且 适 当地 交换 坐标 三 角形 
的 斋 护 的 话 , 那 末 我 们 有 
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(31) Wi 十 恕 十 驹 二 0， 
{3。) 4 -| 
因此 下 面 的 定理 成 六 : 
定理 1 没有 和 奇 肯 点 (和 钠 为 3) 的 二 阶 曲 线 兮 为 两 类 :【 拉 产 二 
阶 曲 线 ， 其 方程 可 简化 为 31) 式 1 《tt 实 二 阶 曲线 ， 其 方程 可 简化 
为 《32 ) 式 . 
IL， 设 加 的 奢 为 2， 这 | 时 方程 组 (1) 中 有 两 个 是 线性 独 并 的 ， 
因此 二 阶 上 曲线 有 一 个 奇异 点 ,以 # 表 之 . ， 
首先 ， 奇 异 点 乡 的 极 线 不 在 在 ， 因 将 (2) 式 右 端 的 x; 代 以 
时 由 于 假充 是 本 异 点 , 恒 得 4 一 0,%s=0, w= 二 0, 而 这 不 代表 
在 何 音 线 . 
其 次 ， 除 奇异 点 外 任 一 点 ww 的 家 线 都 通过 奇异 点 这 旦 
区 为 
ACU tya | Hays) 
= (Catt Goa 7 .ara it Caa. KL Aaata -!- HagTs ys 
+ (qT) + (arXs Gata) Ys 
= (a0 dry2 aay¥a) 


Tg aay G32) Xa Cassd) | a i a3) zs 


={angit age ada} | Ces + doa 一 as¥y)} Xo 
二 (asi Gay | Gasya) ty 


一 人 31 十 全 30 ds 一 有 


也 就 是 说 ， 桨 异 点 和 平面 上 每 < 


现在 到 这 难 一 奇异 点 当 作 坐 
标 三 角形 的 预 点 43(0, 0, 1), 则 由 
《1) 式 ,得 oa 一 0，aas 一 0, ass 一 0 
职 平 效 上 住 一 点 (但 不 在 上 )》 
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作为 坐标 三 角形 的 顶点 4a(0,.1，0)， 那 末 活 的 极 线 ws 由 方才 所 
说 通过 44， 在 ee 上 和 在 下 一 点 作为 顶点 4 (1 0 0) (图 6.11)， 由 
于 di 和 4 关于 工 成 其 轿 ， 和 上 面 一 样 有 ei 二 0， 在 这 样 选取 的 
坐标 系 下 , 人 的 方程 简化 为 

《< 人 21 十 za 人 一 -站 
其 中 at 和 qzs 事 不 为 零 ( 否 则 了 的 获 将 小 于 2 了 )。 

因 (4) 各 项 符 导 的 恒 同 ， 又 志 分 成 两 各 情况， 如 呆 以 x 代 殉 
~ lanl we 的 话 , 那 林 我 们 有 


{4 ) ER 十 二 0， 
(42) 2 一 2 一 个 
因此 下 面 的 定理 成 立 : 


定理 2 只 有 一 个 奇异 点 ( 秩 为 2) 的 二 阶 曲线 分 为 两 类 : {i 
方程 (4) 带 示 的 两 条 应 直 线 ; (ii) 方 程 (43) 表 示 的 两 条 实 直 线 , 元 
论 唐 实 ,这 两 直线 不 宣 合 ,而 交点 为 奇 开 点， 

I， 设 如 的 秩 为 1， 这 时 方程 组 (1) 只 有 一 个 是 线性 委 并 的 ， 
因此 荆 有 一 厅 直 线 , 其 上 每 一 点 都 是 奇异 点 . 取 这 直线 作为 坐标 三 
角形 的 一 边 2 一 坟 那 未 以 4(0: 1 0 和 ds(0 0 1) 代 人 《1) 得 an 
= 0 mis = da = tas = 0. 在 这 情 说 下 六 的 方程 化 为 

(5) ri=0, 
因此 得 到 

定理 3 有 一 条 直线 上 的 点 都 是 奇异 点 《 秩 为 1) 的 二 阶 申 线 
是 两 条 重合 直线 ， 

总 起来 说 并 用 对 偶 原 理 得 出 下 面 的 射影 分 类 表 : 


机 。。 。。$ 实 的 :可 十 台 一 既 二 0， 
了 
旧 4 .条 实 直 线 : 鄙人 一 
扫 《两 条 庶 直 线 : *i-+ zi 二 0 
秩 =1: 两 条 重 全 直线; 鄙人 


6.6 二 沈 烘 线 前 射影 分 关 113 


实 的 : 外 十 雄一 她 一 忆 ， 
内 志 一 级 曲线 , 牧 二 3; 1 实 
误 (上 旋 的 : 唐 十 奏 十 过 一 0 


4 部 个 实 点 : uf— wi 0, 
| 级 曲线 | 医 六 两 个 基点 : 好 十 但 ==0 
! 秩 =1: 两 个 重合 点 ; 好 一 0 
不 要 上 旋 了 ，~- 条 直线 被 看 作 一 个 点 列 ， 一 个 点 被 看 作 一 个 
例题 证 明 切 干 坐标 三 角形 的 二 次 卓 坛 , 它 的 方程 可 写 ; 
TI wi 2 FITg O— 2Xotg = O. 
证 明 : 设 二 次 曲线 


《67) Gi- eat? 十 392 上 01031725 | 2a)3w1Ys 


尝 柜 由 、 


— Drory = 
切 于 坐标 三 角形 的 二 边 . 因此 直线 x1 = 和 它 煌 诡 于 两 个 重合 点 ， 
若是 说 方程 
人 | Gas23 -| Zo2stara = 0 
有 等 根 , 或 他: -aasaas。 问 理 有 af : auoaay aia -Qidas。 上 内 此 推 得 
qn Gaz; 93 都 不 为 堆 , 也 应 同 号 , 因此 不 失 一 般 任 可 以 假设 亿 们 都 
是 正 数 ， 令 gi 二 中 ,42 二 站 45 二 6 间 (67 可 写 为 
(ar) i (brea) Tr (cra) Tt otar) (hr) tT2CBr2) (cra) 
+t2{ar) (cer) =0. 
作 射 影 代 标 灾 换 (选取 远 当 的 单位 点 》 
DE,=ar, 应 下， 一 由 fa) PT;= (za CuboeA oy), 
上 式 可 简化 为 
辫 1. 写 3 大 十 2 富 丰 >? 士 2 不 。 大 3 土 2 斑 .三 ;一 0 
和 也 不可 能 二 负 一 正 , 否则 左 端 将 变 
虽 党 拿 平方 , 轨迹 为 本 条 重 台 直线 ,显然 与 辣 题 的 性 质 不 符 . 质 以 
后 二 项 只 可 能 或 者 全 是 负 的 , 即 
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下 一 2 
成 者 二 正 一 负 , 例如 
四 1 下 瑟 E 和 一 2 丰 , 丰 22 天 3 1 2 加 /4 二 0, 
在 后 一 情况 下 ,再 作 一 次 射影 华 标 变换 {重新 选 避 单位 点 ):; 
gE 二 一 站 s， 
恒 灾 成 所 二 的 情况 ; 
Cli EBT e266 — 220253 — 26.63 0. 


*6.7 二 次 曲线 率 及 其 在 解 联 立方 程 方 画 的 应 用 
设 有 两 条 “次 曲线 , 其 方程 为 
fa jr 一 PE bjrr;=0. 
解 这 两 个 联 立 方程 的 问题 就 是 求 迹 现 条 二 深 曲 线 问 所 的 问题 ， 拒 
上 上 两 式 按 zs 的 升 瑚 排 交 即 
Asl -ATs Aors =0, Bs-- Bix,-- Bori—0, 
其 中 4; 和 B; 是 zt 和 zs 的 一 次 齐 次 式 ，4: 和 是 是 5 和 za 的 


次 齐 次 式 , dh 利 Bo 是 常数 ， 
从 这 两 式 可 算出 1:75: 和 ,得 
1 Xa Ei 


AiBo_ AB ABs AsBo AsB; AiB; 

将 公 比 记 为 广 ， 便 有 

0 =A.B,— AoB, 

RE 

Pri 一 人 
销 去 品 利 zs 得 

CdnBs— AsBoy: = (A Bo ABI) (AB — ABe), 

这 是 z 和 zs 的 四 次 齐 次 式 ， 一 般 绽 出 z; 与 x3 的 四 个 比值 ， 再 将 
每 … 组 解 代 入 
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四 1 2 -一 -一 . 史册 ~. 一 
dh AB,— AsB 


使 得 出 四 组 解 2:x;:xa, 十 是 得 

定理 1 两 菜 二 次 曲线 一 般 有 四 个 交点 ， 

楼 证 意 的 是: 这 四 个 突 点 不 -: 定 全 是 实 的 . 也 不 一 定 全 是 瑟 虹 
的 ， 例 如 贡 个 圆 最 多 相交 本 两 个 实 点 ， 另 外 两 个 公共 点 在 无 穷 运 
钱 上 上 而 用 是 一 对 莫 辆 虎 点 (习题 2. 17). 

定义 方程 一 宛 =EGD8i8irA2DiEizEi 一 OA 为 参 变 数 ) 所 
表达 的 一 切 二 次 曲线 ， 称 为 析 成 一 个 二 次 曲线 永 ， 二 次 曲线 Cl: 
= 和 Cs -0 称 为 这 个 二 次 曲线 来 的 基底 . 

应 该 带 出 , 对 于 住 意 指 定 的 数 4, 曲线 了 -dp 二 0 通过 0 和 0 
的 各 个 公共 点 . 因 藻 庆 Po 为 -公共 点 , 则 由 于 (Po) =0 和 pCPo) 
-0 重 也 有 了 (P07) AP(Po) 二 0 并且, 凡 通 过 人 口 , 和 站 公共 点 的 一 
条 二 次 曲线 都 可 以 考 达 为 了 十 4 名 =0, 其 中 为 某 一 合宜 选择 的 数 
值 ， 这 是 因为 二 次 由 线 册 王 点 决定 ， 对 于 任意 的 4， 二 光正 线 
Fr49:=0 已 经 通过 了 CC 和 Ca 的 四 个 公 丰 点 4, 8,0,D， 要 确定 


二 次 出线 重 通 过 了 点 本. 

定理 2 二 次 曲线 束 内 有 三 亲 蛮 态 的 二 次 曲线 ， 那 也 就 是 三 
对 直线 . 

证 明 由 几何 方 虎 言 , 设 局 ， 
与 Ca 的 交点 为 4，B，CQ，DI 图 
6. 12), 则 完全 四 点 形 的 于 双双 这 
AB, OCD), CC, BDY, (AD, BO) 
恒基 束 中 的 三 条 变 杰 二 次 上 曲线 . 

我 们 所 各 要 和 的， 还 起 则 题 齐 
代数 例 申 ， 妥 束 中 一 条 - 渤 间 线 
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了 十 4p= 荆 (ci 如 zti= 成 为 变态 的 充 要 条 件 蚌 它 的 行列 式 
为 零 ; 


EA Ab1. ta AB 83 十 要 1s 
[ez -和 daa Abs aos-i ABss|=0. 
,Ga1+ Aba ts: ADss as Abss | . 
这 是 4 的 三 次 方程 , 设 其 兰 根 为 ,加 , 43， 则 来 中 有 三 条 变态 
二 次 曲线 


f+tAgp=0, ftAap=0, fap=0. 
证 完 , 
例 定 ”给 了 无 三 点 基线 的 五 点 @ Be eB, 求 它们 所 决定 的 
二 次 曲线 工 的 方程 ， 
解 a,2 的 联 线 和 cz 的 联 线 次 定 -变态 :次 曲线 
位 | | [za zol =0; 
辣 侍 , a, 的 联 线 和 b,c 的 联 线 决定 一 变 坊 二 次 曲线 
Ca: fxzadl :|xbe| =0. 
通过 四 点 o Bo 的 二 次 铀 线 可 每 作 Cu CO; 的 线性 组 合 ; 
| zt -xen|l 十 由 | Ye xc] =0, 
选择 双人 使 它 又 通过 点 8, 则 必 
leabl'|ecadl -Aleadl:lebe| =0, 
从 此 二 式 宵 去 4 得 所 求 二 次 曲线 
I. lead|:|ebel .lzabl :Izedl 
—|eab|:|ecd|l | yagl' 1zoc| =0. 
部 果 i 和 和 Cs 的 交点 4,8,C,D 是 互 异 的 ; 那 来 素 中 有 三 条 互 
色 的 变态 二 次 曲线 (4 CD), (AC, BD), (AD, BO). 
完 金 四 点 形 480D 有 一 个 对 角 三 角形 FSB (图 扫 12)， 这 三 
角形 不 论 对 也 刀 或 是 Ce 邦 是 白 极 三 角形 ， 因 此 是 Ci 和 吕 的 公 
共 自 家 三 角形 ， 由 6.6 节 ， 如 果 识 这 公 站 自 极 三 角形 作为 坐标 三 
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节 形 , 那 未 己 帮 Cs 的 方程 同时 伦 成 平方 和 , 即 这 时 如 ;和 55 的 方 
程 为 


一 2 a 
CO; fa qr 二 在 3828 = 0. 


Cy PEPur hari + baari C=. 
村 是 束 中 每 -一 次 曲线 后 49=0 部 没有 长 六 项 ， 世 就 是 议 ， 
从 PQE 是 束 中 黄 有 二 次 曲线 的 会 闪 自 极 三 角形 . 
如 果 刀 ,B,C 如 中 有 西点 相 重 ， 例 如 设 4 三 总 那天 局 各 
粗 殉 于 4， 相交 于 妃 和 这 了 时 变态 二 次 盟 线 的 … 条 由 4 点 的 公 
切 钱 和 全 蔷 CD 构成 ， 另 外 两 素 变 态 曲 线 由 4C 和 4 形成 ， 算 作 
两 次 ( 鸭 6. 13)， 


如 果 4= 瑟 .COC= 了 ，C 和 0a 称 为 在 4 和 C 成 双 切 。 变 态 二 次 
卓 线 中 一 条 由 4， 吕 两 点 的 公转 线 构 成 ， 为 外 两 条 重合 〈 算 作 两 
次 ), 由 重 台 直线 4C 构成 (图 6. I4). 

如 果 矶 三 BC,Ci 和 Ca 称 为 此 是 有 二 阶 切 表 , 变态 二 次 曲线 
都 想 重 ( 算 作 三 次 ), 由 半点 的 公 切 线 和 公 站 4D 移 成 (图 6. 15). 
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如 时 4, B,C， 妃 四 点 都 相 重 侣 (图 6. 16), 则 了 丈 避 和 Cs 在 4 
有 三 阶 声 熟 , 这 时 谈 态 二 次 曲线 都 相 重 ( 算 作 三 次 ), 由 重合 公 切 线 
构成 . 

最 后 我 们 谈 - * 谈 二 次 曲线 束 在 解 二 元 二 次 联 立 方程 方面 的 
应 用 . 

我 们 知道 , 要 求 丙 出 

Or: wi 二 Ti2Dr+2By+F,=0, 
Cs: s+ 2Dar+2Eyt Fa=0 
(ay 代表 正 交 得 卡 尔 坐 标 ) 的 交点 , 可 以 将 两 式 相 减 ,得 出 两 圆 根 
轴 的 方程 . 
I 2D — Dr+2( EF — Ey+(F— FF)=0, 

然后 求 Ci 与 二 的 交点 即 得 ， 这 样 解法 实际 上 是 二 次 曲线 束 
理论 的 一 个 简单 应 用 . 

以 Ci 种 :为 基底 形成 的 一 个 二 次 曲线 束 ( 贺 束 ) 是 

《1 十 入 (下 +2CD + AD rT 2 BAB )Yy 
+ FAF,=0, 
令 这 二 次 式 的 行列 式 等 于 零 , 得 
CIE TICE) FAP) — (D+ ADs)? 
《 吾 | 十 4 百 中 一 0 

所 以 4= 一 1 对 应 于 殴 东 中 的 一 条 变态 二 次 曲线 , 它 通 过 0) 各: 
的 公共 点 。 所 以 将 这 变态 曲线 代替 Ca 或 CC 联 立 求解 ， 恒 解决 了 
问题 . 

这 里 自然 要 声明 一 点 : 变态 二 次 基线 应 该 是 二 次 式 ， 为 什么 
+4 二 一 1 对 应 于 一 条 直线 1 呢 ? 这 是 因为 我 们 此 地 所 求 的 是 黄 贺 的 
有 限 交 点 , 如 果 要 求全 拓 广 面 上 的 交点 ; 应 该 首先 和 将 Ci 和 Ci 的 方 
程 齐 次 化 , 那 时 二 次 曲线 束 的 方程 就 变 为 

(1+A) (Ce? i yaCD HAD ) rE 2B -AB yt 
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站 
了 是 在册 4= -1 所 对 应 的 变态 盘 线 由 与 无 穷 远 线 上 =0 构 成 - 
若 将 无 穷 远 线 与 0 联 立 求解 , 街 笛 的 目 然 号 是 一 切 贺 启 通 进 的 庶 
辆 点 + 习题 2. 17). 
我 们 于 学 … 合 例 : 解 联 立 占 程 狂 
422 + 4428 一 27 一 # 1 2 一 0， 


代数 请 上 说, 以 3 乘 第 一 式 , 以 2 羔 第 二 式 , 相 减 便 得 
4 198 一 让 一 0 
联 立 解 此 式 与 第 二 式 征 得 所 竣 的 记 限 解 为 
fz =—3 Pe 
; 14 
ly=2 # 二 可 
问题 在 于 这 是 候 样 亚 出 米 的 昵 ? 是 炭 出 来 的 吗 ? 要 频道 , 问 是 
区 要 源 还 在 二 次 曲线 束 的 理论 . 
形成 二 次 曲线 柬 
《2 十 3h)22 (4--6A) ry — (2 hx 一 (1 一 348 12 一 0. 


令 这 式 的 行列 式 等 于 零 ， 立 刻 发 现 4 :一 全 是 一 个 根 ， 这 根 和， 


一 号 对 应 于 二 次 曲线 束 中 的 变态 盖 次 直线 . 
《4 十 88 一 人 一 站 
求 有 限 解 时 便 拖 弃 了 {一 0( 无 穷 远 线 ) 这 个 因子 ， 


习 题 
6.1 试 求 二 阶 曲 线 的 方程 , 室 在 由 网 个 射 丸 线 来 
TAX 0 与 wo— A'xs=0 (2 = 
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6.2 设 有 - :变动 的 二 前 形 , 二 过 各 通过 一 定 贞 , 遇 个 需 点 分 扯 在 一 堪 直 
线 上 不 动 , 证 虎 第 三 斋 点 产生 - 委 通 过 三 定 下 宗 的 两 个 定点 的 二 阶 册 线 . 

6.3 在 半 商 上 统 定 四 点 二 有 上 共 中 无 三 点 基线 ， 求 满足 人 条件 
PAB, COD) 一举 援 坟 的 P 点 的 轨 流 . 

6.4 建立 -个 进 视 对 应 合 了 直人 民 ,0， 旬 为 中 心 的 线束 对 应 于 4 00， 
0 为 心 的 纺 贞 ; 工装 这 果 透视 战 点 所 产 目 的 普 太 - 阶 出 线 的 方程 ， 

6.5 A 六 ABO 和 有 和 AA BO' 和 寺 外 切 十 一 二 次 曲线 , 证 明 它 们 的 六 全 顷 操 
在 另 一 二 次 曲线 上， 道 定理 虫 玻 立 . 

6.6 结 定 :次 遇 线 于 五 点 , 来 必 曲 线 由 另外 一 些 点 ， 

B7 纵 定 二 江山 线 瑟 条 团 线 , 并 作曲 线 荔 外 -化 动 乒 ， 

6,8 络 定 一 二 次 曲线 上 五 点 ， 利 用 巴 斯 卡 定理 作曲 线 在 这 五 点 之 一 的 
切线 ， 

35,9 设 坟 角形 的 对 这 互相 平行 , 求证 这 六 角 撕 内 楼 于 一 二 谈 曲 线 ， 

6,10 队 接 于 阅 的 着 个 三 角 撒 ABC 与 4BC 小， 提问 点 PABx 
BBOXEC', 区 =Cd OB 证 其 这 二 点 上 丝线， 

Bt 由 这 形 480D 的 四 过 4B, BC OCD, 上 D4 分 别 与 一 辐 切 二， 下 
9 吾 ， 求 证 : (让 AC, BH, DE 上 坟 点 ; (ii) BQ, DR, AC 小 点 (iit) A0., BD, 
六 了 EB 上 具 虚 ， 

6.12 了 一 点 # 向 二 次 曲线 之 qs :Yi 二 0 5 两 策 切 线 ， 证 明 这 两 笨 切 线 
的 方程 可 写作 (Zas39)) (Sai rirr) — {Zaryrz)? =0, 

6.13 给 定 一 二 次 曲线 , 证 明 在 不 是 切线 的 每 一 直线 上 有 无 穷 凶 的 共 加 
点 倘 , 它们 组 成 一 个 对 全 对 应， 

6Y14 在 二 次 曲线 上 上 电 两 点 态 , 由 作为 党 标 王 角形 两 个 成 点 , 寂 此 线 在 
这 两 点 的 场 线 的 交点 由 作为 第 三 个 顶点 。 证 盟 合 宜 选 拌 单 褒 点 野 ， 可 将 山 
线 方 程 写 为 wz 一 2 一 人 

6.15 证 月 议 加 而 一 三 0 为 点 坐标 方程 的 二 次 曲线 ， 它 的 绕 坐 标 方程 
洱 4aias 一 中 一 个。 

6.16 证 明 以 za 一 下 一 人 为 线 业 标 方 程 的 二 次 曲线 ， 它 的 点 坐标 方 哥 
鸭 4218g 一 3 一心. 

6.17 证 明 以 das- 瑟 盖 虽 为 线 举 构 方 穆 的 二 玖 上 直线 ， 它 的 点 些 标 方 
程 凑 rs 一 光一 分 。 


名 18 求 下 列 一 次 和 册 线 的 悉 , 如 果 是 变态 的 ， 试 求 共 奇 异 点 及 其 组 成 站 


一 -一 一 -一 一 -一 -ea -mr 一 一 和 一 


2] 题 12: 


线 : 

(6@) 271 一 天; Sr 一 -3 ?EO 0, 

(Bb) Di -| Bri 于- 玫 : 征 一 全 ， 

CG】 弟 寺 .4 和 3 十 站 一 8 人 人 十 二 一 4 一品 

1 有 求 :次 曲线 2 开 2z3 十 3z 一 wz 二 0 的 缆 健 标 方 各 , 并 上 从 所 得 结 

惧 , 重新 求 点 毕 称 方程 以 与 诛 方 得 比较 . 

6.20 证 6 为 一 记 知 生 ,证 明 它 对 下 列 二 次 曲线 的 极 线 { 当 些 点 在 
二 次 明 弹 于 时 , 即 为 切 维 } 的 方程 疙 : 


{a) zr 


4 i 
2 二 一 1， 2 一 
{hb} np ri T; 


ro] 下 于 | 


a 


一 


{ad) y=2 pF Wy 十 
《e] ox 2bry-t cy +2dr + 2er 一 一 人 
rr biggieay tr x) 十 ef 人 十 加) 十 了 一 由 
总 结 奶 午 如 下 要 由 :条 一 次 曲线 ! 高 次 曲线 不 天 用 ) 得 外 一 到 知 点 1 的 ) 
对 于 党 的 宜 线 (特殊 情况 下 , 切线 } 的 方程 , 内 要 在 昌 线 的 方程 中 作 如 下 代 换 ; 


2 a ed 


> 二 (5+) 9 让) 常数 不 动 


区 ?1 证 明 外 接 丁 从 标 三 骨 形 的 二 次 是 线 , 其 方程 可 写作 
GFTa Tra CTs = 0. . 
由 此 推 证 : 该 些 标 三 角形 泣 过 的 方程 询 和 9X Ya 二 号 Bi% 二 Br 
十 box 二 0, 2 十 cm em 人 则 直接 于 这 毕 标 三 角形 的 二 次 有 曲线 可 天 为 
三 【可 加 | Dars byrs) COs -rt Caxat- 37s) 


+hrem hemat Csr) CHR -Ga Ct) 


Tol ar FT CHT bors br 
6.22 应 用 上 题 方法 解 中 学 解 折 几 休 十, 求 三 前 形 外 接 贺 的 方程 ， 已 知 
三 前 形 的 三 边 为 


T= 0, 
6.23 解 中 学 解析 几何 题 ， 求 经 过 加 庆 寺 六 一 2 一 0 和 直线 #1 28 一 3 
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一 各 的 变 点 . 并 及 区 心 在 引 和 的 症 的 方程 . 
4 一 338 十 2 和 十 业 二 33 一】 一 所 
【2 -一 6rg 一 有 了 十 33 一 3 一 中 


*6, 24 解 腾 冰 方程; 


{i 一 2 一 2 3 一 


+6. 25 解 联 立方 各 
5 毅 联 立方 种 zy 一 太 二 中 二 1 
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著 射 影 几何 观点 来 研究 它 的 子 几 何 { 仿 身 几 何 ) 上 的 常态 二 次 
曲线 ， 那 未 二 次 曲线 分 为 三 种 类 型 ， 这 里 卡 要 介绍 二 次 曲线 的 中 
心 , 直 径 , 渐 近 线 以 及 二 次 曲线 的 伪 射 分 类 . 


?1 二 次 曲线 的 中 心 和 直径 

我 们 只 就 常态 二 次 上 咎 战 进 行 讨 论 ， 即 假设 在 二 次 曲线 廊 程 
立 6ij7i8 一 0 里, |i;l 关 0 对 于 常 配 二 次 上 昌 线 , 极 虑 与 极 线 是 一 一 - 
对 应 的 ， 那 末 仿 射 平 而 上 唯一 的 特 侏 直线 无 穷 赤 直线 也 应 有 唯一 
的 极点 .因此 有 

定义 关于 一 条 二 次 曲线 卫 , 若 无 穷 运 直线 的 极点 为 有 限 点 ， 
则 称 此 点 为 的 中 心 ， 曲 线 荆 这 时 条 为 有 心 二 次 昌吉 、 著 极点 为 
无 穿 远 点 ,其 工 在 此 处 与 无穷 运 直 线 丰 切 , 款 开 为 无 心 二 次 曲线 。 

事实 .上 , 设 无 穷 这 直线 i 美 于 本 的 朴 为 CC， 过 口 作 任 -直线 
与 二 次 其 线 充 于 两 点 Pi, Ps， 与 无 穷 延 直线 1 容 于 了 P， 由 极点 与 
极 线 的 定义 


COP, PIP)=—1.. 
但 是 疡 是 无 穷 远 虚 , 所 以 全 是 已 ,Ps 的 中 点 . 换 害 之. 通过 口 起 的 全 
一 弗 都 以 C 为 中 点 ， 这 与 欧 氏 几何 里 甘于 中 心 的 定义 一 致 . 
二 次 曲线 以 齐 次 优 射 树 标 表示 为 
C1) QT 十 Dory- tao + Det at 


-2qaagt + tsad: = OD, 
由 于 泡 穷 远 直 线 1 一 0 的 坐标 为 (0 0，1)， 代 人 65 节 (23) 极 与 报 
线 的 关系 式 , 得 中 心 坐标 是 


UT= Ag, Oyo dz, t= Ays. 


Oo me 
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车 4 天 9 用 非 并 次 坐标 皇 … ,9 一 二 表示 , 则 中 心 为 


| | 
9 二 -= 全 8， 
(0) A 


注意 : 解析 几何 里 , 求 _: 次 曲线 的 中 心 鲍 方程 为 
{0) 多 tan a= 0, 


CHB) lané 7 Haon! tas = 0, 
解 之 得 中 心 的 坐标 = 人 -9 一 人， 与 上 而 的 一 致 ， 上 两 式 


(@), (PP 恰好 是 x 轴 上 无 穷 远 点 (1, 0,0) 与 # 辆 上 无 穷 远 点 (0, 1 
) 半 于 二 次 曲线 工 的 极 线 ， 因 (1, 0,0), C0; 1, 0) 在 [上 ; 所 以 它 
们 关于 工 的 极 线 应 该 通过 [关于 工 的 极 , 即 的 让 心 . 

A483 夺 0, 时 ,二 次 曲线 有 中 心 ,此 时 二 次 曲线 为 有 心 二 次 和 曲线 ， 
如 有 果 Aas--0， 二 次 茧 线 为 无 必 二 次 曲线 ， 有 心 二 深 有 昌 线 及 可 分 为 
丙种 , 即 4ss>>0 与 4;3 过 0 两 种 情况 : 

4ss 记 0 时 , 二 次 曲线 和 无 穷 远 直线 =0 的 两 个 变 点 席 足 方程 

(3) Qt + 2a12rg + Koay = 0, 1=0, 


第 一 起 (看 作 一 也 的 方程 ) 有 两 个 共 思 复 根 ， 即 二 次 曲线 与 无 穷 


远 线 t= 二 0 交手 两 个 共 旬 虚 点 , 这 种 二 次 曲线 称 为 薪 回 。 

Ass 二 0 时 , 二 深 曲 线 和 无 穷 远 直 线 1=0 的 两 个 交点 所 福 是 的 
方程 (3) 有 两 沾 互 异 的 实 根 ， 所 以 两 个 交点 是 实 点 , 这 种 二 次 曲线 
称 为 双 曲线 ， 

此 外 , 车 4ss=0 3) 有 两 相等 实 根 , 所 以 二 次 盟 线 与 无 穷 远 直 
线 =0 交 于 两 个 重合 的 实 点 , 即 二 次 曲线 与 无 穷 远 直线 由 切 ， 这 
种 二 次 盟 线 称 为 抛物 线 . 

定 妈 ”无穷 远 点 关于 二 次 曲线 也 的 根 线 【 极 线 为 无穷 远 直 线 
除外 )， 称 为 1 的 直径 ， 


.2 过 次 曲线 的 渐 撑 线 125 
根据 配 袖 对 应 的 性 克 可 见 有 有 心 二 次 草 线 的 直径 通过 中 心 ， 无 
咏 二 次 疝 线 的 直径 互相 平行 ， 
定 巡 ”如 录 两 条 直径 之 一 的 要 点 在 另 一 直径 上 ， 则 这 两 条 直 
i 
区 与 欧 氏 几 笨 学 里 的 定 芝 “直径 人 与 gf 蒜 为 共 轮 直 树 ， 
人 上 ”是 一 北 的 ， 
潮 实 上 , 这 直径 上 的 无 穷 远 点 为 P, 于 末 P。 多 极 线 应 是 一 
条 直 共 4，4 既然 通过 PP。, 出 .上述 定 多 ,它们 是 共 固 直径 ， 可 大 
过 P。 的 直线 起 下 行 十 4 的, 这些 直线 与 二 深 曲 线 的 交点 组 成 平行 
于 & 的 缠 , 这 些 平行 兹 的 中 点 所 成 的 胃 议 应 足 Ps 的 极 线 ， 也 就 是 
4 (图 97. 1), 


7.2 二 次 曲线 的 渐 近 线 

定 多 ” 设 二 次 曲线 与 无 穷 远 直线 1。 相交 于 两 点 四 中， 那 未 
MX 人 ,了 了 ' 两 点 为 切 点 的 切线 就 称 为 二 次 曲线 的 浙 近 线 ， 

由 此 定 交 ,有 下 坷 的 定理 ; 

定理 1 二 和 分 天 人 
意 一 对 共 井 直径 换言之, 二 次 曲线 的 所 有 共 频 直径 对 ,是 一 个 对 
会 中 的 对 应 直径 , 访 对 合 的 二 重 线 就 是 两 条 浙 近 绑 ， 

证 明 设 一 对 共 拖 直径 32, 8' 分 别 交 1。 于 P'，P.。， 因为 渐 近 
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线 ,是 切线 , 所 以 切 点 就 是 它 的 极点 , 可 是 切 点 在 1 上， 所 以 
渐 近 线 1, 2 必然 通过 的 极点 , 即 认 近 线 通过 中 心 0， 
久 因 为 了 通过 8 的 极点 PP， 通过 了 的 极点 PL 图 7.2)， 
所 以 


(CTT, PP')=—1, 

后 此 OPT’, PP')=—1, 
也 就 是 说 ; 渐 近 线 调和 分 制 任意 一 对 共 思 直径 . 

定理 2 双 曲 线 有 两 人 条 实 的 渐 近 线 , 桶 团 有 两 条 康 的 渐 这 线 ， 
擅 物 线 妈 无 穷 远 真 线 为 渐 近 线 ， 

事实 土 ， 二 次 曲线 与 1 的 交点 和 中 心 所 连 的 直线 就 是 渐 近 
线 ， 如 杂交 点 是 两 个 实 点 , 那 末 它们 和 中 心 的 迷 线 荐 两 条 实 线 , 这 
就 是 戏曲 线 的 情况 . 如 果 交 点 是 两 个 虚 点 , 那 末 它们 和 中 心 的 连 线 
是 两 条 共 辆 虚线 , 这 就 是 椭圆 的 情况 ， 如 黑 迹 点 是 一 个 实 点 (二 重 
点 ), 这 时 中 心 世 就 是 这 一 点 , 它们 的 连 线 就 是 L. 本身， 这 就 是 摔 
物 线 有 的 稍 沉 。， 证 完 . 

在 仿 射 坐标 下 , 二 次 曲线 之 方程 为 : 

id- 2 ty -Gy 2G133 十 2G28gg asat? = 0. 
它 和 无 穷 远 直线 t=0 的 交点 泣 足 
(4) dud qry | aaay! = 0, 

这 塘 程 又 可 表 为 (Qax 二 By}(yzx 二 6y) 一 0, 即 (4) 式 表示 过 原点 的 两 
条 直线 , 这 两 条 直线 分 别 和 二 次 曲线 的 渐 近 线 平 行 (图 7. 3). 通过 
中 心 (8, 7D, 作 这 两 线 的 琴行 线 , 即 以 
UD 


7.3 二 竣 曲 线 的 仿 庄 分 类 137 
久 一 一 二 代 赤 了 
《5) 人 二 =y 一 7 代 炎 色 
则 由 (4) 推 出 


a? 2a RY + a “一 0, 
这 正巧 渐 近 线 的 方程 . 


例题 : 求 曲 线 
和 2 — 2xy— 23: +2r—A1y=0 
的 渐 近 线 的 方程 ， 
和 解 ” 系 数 行列 式 为 
1 1 1 | 
1 -3 -2 
i 2 0 
所 以 As1 王 1, dsz 一 3, 4ss 二 一生 因此 中 心 坐 标 为 
gd _l 4 


Ass 4 Ass 4 
由 玉 : 二 2 了 YF 了 一 3Y? 一 0, 分 解 为 (一 了 )( 玉 十 3 了) 一 0, 则 玉 一 了 一 0， 


工 十 3Y = 二 0, 将 交 一 xz 十， =y+ 卫 代 人 得 
zy i 3y—3 
| Do! 2 


这 就 是 两 条 渐 近 线 的 方程 . 


7.3 二 次 临 线 的 仿 射 分 类 
在 齐 钦 仿 射 坐标 (zx, 六 引 之 下 ; 常态 二 次 曲线 的 方程 是 


qr 1 人 sp 中 | 200Tt i Aosg 十 qggt’: 一 0D, 

它 的 系数 行列 式 是 
Hi 站 1 Gts| 
D= al tl22 da 0 (Gir = ri). 
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直面 分 二 种 情况 讨论 : 


1 
dt dls 


《TD 4as= 


关 0， 这 时 二 次 曲 弘 是 有 心 的 ， 以 中 心 


代 z1 22 
作 尖 坐标 三 角形 的 一 个 顶点 43， 以 过 中 心 的 两 条 其 锯 垃 径 作 为 坐 
标 三 骨 上 撒 的 边 ， 直 中心 的 极 线 ( 仇 就 是 1) 作为 坐标 三 角形 的 第 三 
也 (图 7. 4)， 这 种 三 角形 一 定 是 和 白 极 三 骨 形 ， 同 6.6 节 的 讨论 一 
样 ,一 次男 钱 的 方程 可 简化 为 
Ht | od + gd! = 0. 

如 采 以 zg 分别 代 内 Ven wa yaast 4 并 且 
在 必要 时 交换 了 和 ?的 址 份 ， 那 未 上 式 因 各 项 答 叶 的 异同 区 可 分 
成 如 下 三 种 情况: 

(i 一 拓 让 0 或 用 非 齐 次 全 标 于 十 所 寺 1 一 


( 奈 椭 加 》. 

《证 ) 六 一 六 一 站 =0 或 用 非 齐 深 坐 标语 六 一 1 二 0 
《实业 网 )， 

i) 2 一 六 一 和 二 0 或 岂非 齐 次 爸 标 至 一 六 一 1 一 0 
( 双 面 线 ). 


注意 ， 以 上 的 分 类 虐 然 根据 6.6 节 , 为 什么 这 时 有 (i) 落 (iii) 
三 种 情况 而 让 6. 6 季 里 只 有 类 似 (), (i) 的 丙种 情况 昵 ? 因 为 那 时 
的 my za zs 三 个 坐标 有 同等 的 如 份 ， 所 以 x 2 一 s3 0 和 ?一 
一 于 二 0( 寻 一 2 二 扩 十 对 二 0) 看 作 辣 一 情况 .可 是 现在 %, 9, 


7.4 例题 2 


妾 不 同 了 了, 这 时 让 -0 了 定 地 表示 无 穷 还 直线 总 ， 所 忆 它 们 的 身份 
不 是 同等 移 ， 因 此 2- 畴 一 在 = 和 和 天 一 六 一 在 一 并 即 一 妊 二 拉 十 
站 二 0) 不 能 看 作 同 一 情况 , 因为 x( 或 旭 不 能 与 t 互 换 , 

《II dsa 王 0, 这 隔 二 深 上 曲线 是 无 心 的 ( 心 站 i 上 )， 以 沁 跟 一 
次 径 及 此 直径 与 二 沈 骨 线 的 有 限 交 点 处 的 盈 线 作为 鞋 标 三 角形 叱 
三 过 (图 ?5)， 它 的 风 点 是 41(1,0, 0 dt0, 1 00; 4a00, 0 1 因 
为 4 和 4 共 斩 ,ds 条 ds 共 罗 (切线 上 的 点 与 切 点 共 轿 )， 由 6.4 
草 定 理工 得 


看 一 上 上 1 一 个 。 
又 国 为 4 4s 在 二 次 曲线 上 ， 所 以 qu 二 4s3 二 0. 因此 在 上 述 的 壁 
标 二 角形 之 下 , 二 次 曲线 的 方程 可 简化 为 
qsay Da9xt = 0 或 yi 一 2prl 0, (=). 
Qag 
如 用 非 章 次 坐标 类 示 , 即 写 上 成 
所 一 2pz 一 0 
它 所 表示 的 图 形 是 抛物 线 ， 经 过 仿 射 坐标 变换 y= 二 了，#*= 


二 这 式 还 可 简化 为 六 一 2x=0， 


精 罗 ,| 蔓 精 于 : 3 十 天 十 1 二 0 
[EE 3 
有 心 二 次 些 各 夫 ， 实 椭 贺 : 了 l=0 
常 坊 一 浴 曲 线 ] 4 到) 闹 曲 线 (A48 过 0); 和 一 天 一 1 一 0， 

人 无 亡 二 次 临 线 (4a= 间 一 皂 物 线 :六 ~ 25 一 如 


7.4 创 题 


1， 如 果 一 个 完全 四 角形 (四 
点 形 ) 内 接 子 一 二 次 曲线 , 那 束 它 
的 对 角 三 角形 是 包 极 三 和 角形， 

证 明 怪 内 接 完 全 国 骨 形 
PYRASL 图 ?了 .让 的 对 角 点 是 
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A=PS x OR, 
B=- OS x EP, 
C=RSx PY. 
直线 BC 交 一 双 对 边 QR 与 PS 于 4 4z: 那 末 (QR, A441)== 一 1， 
(PS, A42) 一 一 J， 因 此 4 点 的 极 线 是 414; 或 BUC， 同样 BB 点 的 极 
线 是 C4,0 点 的 极 线 是 4B. 

2. 如 果 一 个 平行 四 这 形 内 获 于 一 二 次 曲线 那 末 它 的 两 条 对 
前 线 是 二 次 曲 闪 的 直径 ， 而 且 它 的 两 边 分 列 平 行 于 一 对 共 地 
直径 , 

设 PORS 是 内 接 于 二 次 曲线 工 的 平行 四 过 形 ( 图 7.7). 

由 于 入 4-BC. 是 由 角形 PQRS 的 对 角 三 角 拱 , 因而 基 自 极 三 
角形 ，B 是 4s.0。 关于 上 的 极点 , 所 以 吾 是 本 的 中 心 。 而 PR, @S 
都 通过 B, 所 以 PR, 8S 足 了 的 直径 . 

又 因 PQ4 BC QRYB4,, 而 BC., BA 是 一 对 共 示 直 径 (上 
题 ); 所 以 平行 因 边 形 PQRS 的 两 过 于 行 于 一 对 共 斩 盐 径 ， 


图 7.7 图 ?7.8 
3 如果 双 曲线 的 一 条 荡 4 有 交 两 条 尚 近 线 于 瑟 , 妨 二 点 ， 那 末 
PA= Be. 
斌 荡 48 被 一 条 相应 的 共 应 直径 0 平分 (图 7.8)， 民 为 蓄 
AB 的 中 点 ， 作 直径 ON 平行 AB, 网 OM, OY。 是 一 对 共 久 直 


科 ， 于 是 接 了 .2 节 定 下 1 
OCPO, 于 WwW = 一 1 

所 以 (P@, HNN)=—1, 
即 CPQMD)= 一 1, 或 并 为 P@ 汐 中 点 ， 丸 因 着 为 348 之 中 点 ， 所 
以 PA-:BO. 

妆 弦 4 召 为 著 线 舍 , 型 为 功 点 , 得 

定理 怒 曲 线 的 任意 一 地 切线 介 于 两 南 近 线 间 的 部 分 ， 捉 扫 
点 平分 。 

| 题 

7F, 1 试 次 二 沈 邓 线 各 十 3578 一 482 一 2 一 108 = 的 中 心 与 渐 近 比 ， 

7.2 诚 证 吉 心 二 次 且 线 宇 aryepezy 一 0 功 新 和 近 线 和 方程 外 :204ag8 十 
ds 二 0 所 表示 的 两 条 直线 平行 . 

六 利用 定理 7.1 证 明 到 曲线 : 杰 -- 打 一 1 的 两 条 以 ,入 为 锋 率 的 丰 
生成 为 共 罗 的 条 济 是 久生 全， 

7.4 证 叮 ， 描 物 线 的 加 定 志向 的 平 种 疙 的 中 虑 在 一 家 线 上 。， 内 此 责 证 
测 当 平行 荡 隐 方向 政 汉 上 5, 这 革 宣 各 时 秃 平 行 ， 

?7.5 设 闪 一 平行 多 迪 形 考 于 一 简 则 ,而 二 两 边 各 平行 十 一 对 其 辆 直 秘 ， 
区 证 这 种 平行 网 边 形 的 而 积 一 定 . 

7.6 匡 红 交 控 汪 敬业 鬼 冯 点 至 中 心 的 玫 离 称 为 长 酸 半 和 共 ， 试 证 芷 条 二 
丰 辆 半径 之 平方 和 等 于 定 值 . 

生生 必 一 点 玫 汪 直线 各 平行 于 产 进 线 ， 括 加 这 一 线 和 新 
过 线 构 成 的 平行 四 这 形 之 面积 ~- 定 ， 

7.8 已 知 芭 划 线 的 -- 支 坟 两 条 渐 近 线 , 如 向 作 另 -- 支 基线 ? 

8 过 -条 浙 秋 线 生 的 定点 , 引 直 线 戴 类 出线 成 为 张 , 证 这 下 下 的 中 点 
在 平行 于 势 一 浙 近 线 的 一 条 直线 上 ， 

7. 1 若 丰 心 二 次 曲线 的 ~ 条 直径 通过 一 个 定点 4, 则 共 共 轴 直 径 军 行 
二 并 的 极 线 . 

7 让 如 有 心 次 昌 线 全 - -天 的 亩 端点 的 切线 相交 于 平分 此 弦 的 
家 冬 上 ， 这 命题 对 十 谢 昭 线 是 厨 成 立 ? 一 


一 一 一 一 一 
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上 一 章 把 拓 广 平面 上 一 条 直线 1 视 为 不 变 直 线 , 讲 了 二 次 曲 
线 的 仿 射 性 质 ， 本 益 进一步 把 i。 上 两 个 共犯 虚 点 (图 点 ) 作为 不 
变 点 ， 就 进入 仿 射 几何 的 子 几 何人 欧 氏 几何 ) 的 观点 了 . 这 里 介绍 
迷 向 直线 , 拉 格 儿 公 式 . 二 次 曲线 的 主办 和 点 点 ， 它 们 直接 或 间接 
与 欧 氏 变换 的 两 个 二 重点 (网 点 ) 相 关联 . 


8.1 加 点 
以 53 表示 笛 氏 直角 化 标 , 那 来 圆 的 方程 可 天 为 


tb | i201 T2427 T0330, 。 
如 果 用 齐 次 坐 款 , 以 E = 二 ,9 一 二 代入 上 趟 ,就 得 到 
(1) Gu FY) 2 rt Dayt dgat* ~—0. 
这 是 在 齐 次 人 礁 标 下 加 的 方程 。 当 4 二 90 时, 41》 式 窑 为 
i{20 st dy i dsat = 
这 表示 两 条 直线 241sx 十 2q288 十 0334 =*0 和 匹 穷 远 甫 线 1 一 0 和 所 以 
当 4il 一 由 时 ,图 分 解 为 二 条 直线 ， 其 中 一 条 是 无 穷 远 直 线 , 这 种 图 
称 为 次 态 图 ， 
定理 ! 平面 肉 任 何 一 国 通 过 无 穷 远 直线 上 两 个 国定 的 共 部 
庶 上 点. 
证 明 周 药 方程 (1) 式 和 无 穷 远 线 二 一 0 的 交点 满 咏 * 
(antz 2 一 0 
t==0. 
设 cb 关 0, 即 讨论 的 熙 契 常 态 央 ， 那 未 问 点 满 是 x 六 ==0, 4 一 0; 
因此 次 点 坐标 是 


各 


a a ee ee 


8.1 国 点 1s3 
rgdt=1: 上 id (= 一 1 
从 这 里 看 轴 党 点 的 仅 标 和 et，4is' gsa ass 完全 无 基 . 
态 国 通过 T1207, Tt4, 一 和 站 网 成 ,如 时 i 态 图 , 它 有 一 
分 是 4; 当然 通过 上 上 上述 二 点 了 。 扬 以 无 论 廿 常 加 或 变态 加 总 
是 道 过 (01, 土 i,0) “定点 . 
定理 2 通过 两 点 (1, 记 人 门 , (1) 一 记 0) 的 二 次 曲线 一 定 是 回 、 
这 两 个 定理 各 习题 2.17 
定义 两 点 120), (1 一 E00) 未 为 平面 内 的 图 点 . 
既 知 也 7 坐标 是 (1, 二 ,0)， 所 以 它们 的 方程 是 x 士 加 -0 或 
ww 一 1， 下 
定义 过 平面 内 任何 一 点 至 了 省 两 点 的 山 训 前 于， 称 为 访 点 
的 迷 向 直线 . 港 巡 向 直线 的 方向 从 为 迷 向 方向 ， 
用 这 个 定 交 可 知 平面 内 通过 每 一 点 { 同 点 除外 } 都 有 两 条 迷 向 
直线 , 那 术 , 过 每 一 点 应 该 有 两 个 玉山 方向 了 ; 可 是 这 些 迷 向 方向 
是 分 别 扒 此 平行 的 , 因此 我 们 说 正面 和 内 只 有 了 两 个 迷 向 方向 ; 即 是 从 
任 党 一 点 引 至 7 了, 了 .二 点 的 方向 ， 
由 渐 近 线 的 定义 , 过 圆心 引 至 六 了 了 二 点 的 迷 铅 直线 是 圆 的 渐 
近 线 .、 平面 内 所 有 的 加 ,总 们 的 渐 近 线 是 世相 平行 的 . 
注意 : 过 向 直线 .图 的 渐 近 线 都 是 虚 直 线 , 画 不 出 米 , 它们 的 方 
向 是 迷 向 方 淋 ， 查 是 可 以 求 时 其 方 向 ， 我 们 知道 以 五 为 射 吾 的 直 
线 上 的 无 限 远 点 坐标 为 (1 如 0)，、 并 再，tas 8 &% 为 直线 与 x 畏 
的 夹 角 ， 设 必 为 笛 氏 航标 原点 , O01，0J 与 四 的 史 角 分 别 为 i， 
cs, 骨 这 
tgm1 一 t, igas = 一 他 a 
换言之 ,ai 与 cs 注 足 itg2x--1= 0. 
迷 国 方向 分 为 两 类 ， 痢 玲 4:= 的 算 一 类 ，4= 一 的 算 - -类 ， 
两 霄 过 所 钱 的 斜率 4 有 定义, 两 斜 人 月 < 则 无 定义 ,这 是 因为 (例如 


一 


134 第 从 衣 二 砍 曲 线 的 麻 共 掉 压 


说 ) 设 tg& = 二 则 
sinm—= tco0sr, 
有 即 
ost + 1sinto=0, 
不 论 & 为 实数 或 复数 ， 应 用 欧 皂 公式， 于 是 应 有 ee 一 但 车 令 
wx 一 al Hiaxz(at oa 为 实数 ), 即 有 
台 了 一 852 一 BafeosGl 一 站 si 上 
对 于 一切 gas, 右 端 不 可 能 为 零 , 所 以 关于 迷 回 线 只 用 和 余 来 ,不 用 
用 和 角 ， 
甘于 过 向 直线 与 圆 点 , 有 以 下 几 个 重要 的 定理 . 
定理 3 每 一 全 迷 向 方向 和 任意 一 个 其 它 方 向 所 成 的 夹 钊 是 
无 定 又 的 . 
首先 同类 两 迷 向 线 的 夹 前 无 定 交 .因为 在 惯 党 求 交 角 的 公式 
(2) 1 一 站 庆 于 (或 ctg8 的 公式 ,看 娜 个 有 定 交 ?中 , 当 


册 二 四 二 试 或 思 二 =: 一 条 时 ,可 端 分 母 分 子 旬 为 零 . 

一 般 地 ， 取 一 个 迷 问 方向 例如 刻 二 一 i 和 其 它 男 一方 间 
(天 一 2 代入 (2) 得 
站 让 
由 上 所 述 殉 和 角 绢 也 无 定义 ， 证 宛 ， 

定理 平面 内 性 何 两 条 本 线 与 无 穷 远 直线 所 成 的 交点 
关于 了 XJ 二 点 是 调和 共 辆 的 . 

证 明 假设 这 两 条 垂 线 相 诡 于 旺 点 ,以 品 为 心 作 任 意 圆 , 这 个 
加 一 定 通 过 7 了 两 点 ,0O7 07 为 其 渐 近 线 ， 因 两 线 是 垂直 的， 所 
以 是 遍 交 共 罗 喜 径 ， 由 十 二 次 曲线 的 两 条 浙 近 线 调和 分 制作 总 一 - 
对 共 绒 直径 ， 所 以 这 两 条 焉 线 和 7 的 交点 甘于 1，J 契 调和 和 共 


tg#= 


狐 的 ， 

这 个 定理 很 重要 ， 困 为 它 把 盐 直 现 念 联系 到 调和 共 斩 的 观念 
里 去 了 .与 这 个 定量 有 英 的 , 是 下 抽身 一 个 重要 定理 . 

定理 5 {和 拉 烙 儿 (ILaguerre) 定 娃 ) 假设 两 条 直线 的 交角 是 
好 这 两 直线 上 的 无 穿 远 点 与 了 J 二 点 所 碟 的 交 比 是 上 D, 那 末 , 在 对 
数 函 数 的 主 值 范围 内 ， 


a 一 -ln 万 
证 明 设 两 直线 如 ,4 的 斜率 为 和 ,机 (< 入 ), 通过 两 线 交 点 
0 的 两 述 向 直线 的 斜率 为 i, 一 届 并 注意 tgc= 荆 寺 元 ， 则 


D=(h1a, dil) =(, da, 1, — i) 
_ (1 i) (da i) 
(41 i) CAs — 2) 
_ (TT1) 一 i 加 一 四) 
{Adz 1 1 -iCAa— A1) 
litge cosg—ising 
+itg% eosQ Lsing 


Be 一 上 -2ia. 


如 证 


所 以 困 8.1 
InD=— 2ia, 

即 
«= 二 laD. 


每 当 二 直线 与 1 之 交点 甘于 了 可 酚 点 成 调和 共 部 时 ， 那 末 
二 直线 一 定 互相 得 直 、. 
园 为 当 了 D= 一 1 有 时, InD=1n( 一 =In(e "= 一 jr, 所 以 


包 一 - 


Oo 
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由 这 个 系 和 定理 4 可知， 二 直线 垂直 的 充 遇 条件 是 沁 们 与 了 
的 交点 关 王 工 了 西点 成 调和 闭 纯 ， 亦 即 读 二 直线 被 通过 它们 亮点 
的 两 条 迷 向 直线 办 和 分 害 . 

注意 : 有 了 两 个 雁 旨 虚 圆 点 工 天 欧 民 几 柯 学 里 的 垂直 观念 和 
身影 几何 学 时 调和 共 罗 疯 念 就 联系 起 来 了. 

下 而 从 射 有 影 几何 学 的 疯 点 去 这 论 阅 的 儿 个 性 质 . 

定理 人 平面 内 不 在 一 直线 土 的 三 点 可 以 决定 一 个 常态 图 ， 
读者 自 证 ) 

定理 了 有 公共 新 过 线 的 一 切 轩 是 同心 辐 . 

因为 1 J 为 著 点 , 场 于 二 直线 的 圆 有 无 限 多 个 , 它们 有 会 共计 
近 线 , 两 条 公 闪 渐 近 线 的 交点 就 是 圆心 , 所 以 这 些 圆 有 公共 圆心 . 

定理 8 对 同一 圆 给 的 国 周 前 相等 . 


证 明 设 公 弧 是 4 以 45B 为 贺 弧 的 加 上 有 有 两 点 六 万 (图 
8.2), 此 外 在 国 上 任意 取 商 点 CC, 于 是 由 6.1 节 定 理由 
DO, AB) 
-J, AB}=D", 
所 以 


LAO0B= /A0'B. 


8.2 主轴 与 焦点 
定妆 所 谓 二 次 曲线 的 主轴 :是 描 一 根 直 径 , 它 理 直 于 被 它 所 
出 此 定义 , 我 们 知道 :一 对 共 思 直径 如 果 互 相 癸 直 ， 那 它们 都 
是 主轴 ， 如 果 二 次 曲线 足 抛 物 线 , 它 所 有 的 直径 爹 是 平行 的 , 因此 
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三 再 于 这 些 直径 的 荡 上 只 有 一 组 ， 平 分 这 一 组 落 的 直径 具有 条， 
所 以 

定理 9 殷 物 线 只 有 一 条 主轴 , 

出 上 所 述 , 得 括 物 线 主 畦 的 作 甘 : 连接 任意 二 平行 弦 的 中 点 ， 
得 出 一 条 直径， 必 次 根 站 重 直 于 此 直径 ， 连 接 这 现 蒜 中 点 所 得 的 
直线 就 起 主轴 . 

因为 国 的 企 意 一 对 莫 轿 坪 径 戌 重 十 和 的， 所 以 国 的 任意 一 条 直 
径 都 是 主轴 ， 

这 里 过 论 除 圆 以 外 的 有 心 二 次 曲线 ， 有心 二 次 曲线 让 以 有 许 
多 共 统 次 径 灶 , 每 一 对 在 同一 对 人 台 对 应 的 漂 应 线 , 而 用 以 两 条 渐 近 
线 为 二 重 直 线 ， 共 生 直 径 苛 半 然 有 许多 ， 可 在 共 恩 而 又 算 直 的 直 
径 只 有 一 对 . 事实. 上, 假 必 有 两 对 直径 大 共和 回 喇 浆 垂 直 的 话 , 那 来 
每 对 共 刘 直径 都 症 愧 直 的 (习题 3. 32)， 这 些 共 舌 直径 对 所 成 的 
对 合 将 以 2 OJ 为 其 一 重 直线 ， 可 评 两 条 渐 近 线 才 是 二 重 直 线 ， 
所 以 O17,0OJ 将 是 二 次 曲线 的 饭 近 线 ， 六 此, 三 次 曲线 都 过 了 J 摧 
点 ， 这 只 限于 加 的 情况 才 行 ， 这 正 是 我 们 事先 排除 的 情况 ， 因 
此 有 
定理 30 除 圆 以 外 的 有 心 二 闫 曲线 只 有 一 对 主轴 , 它 是 两 条 浙 这 
线 所 成 交 前 的 内 外 平分 线 , 

以 主轴 作为 篆 区 华 标 宙 ， 我 们 得 到 同 解析 玫 何 一 样 的 四 种 三 
深山 线 的 称 淮 方程 ， 

定义 ”从 JJ 两 点 引 常 态 二 次 曲线 的 切线 , 一般 有 多 条 ,它们 
的 有 限 交 点 (在 月 艰 处 的 交点 ) 称 为 二 次 曲线 的 焦点 ， 售 点 的 极 线 
称 为 准 线 . 

网 道 过 天 了 了 酷 点， 这 时 过 无 了 的 场 线 即 是 加 的 狐 近 线 , 它们 
药 奖 点 就 是 加 心 , 西 比 而 具有 一 个 焦点 , 则 就 中 圆心; 只 有 - -条 人 淮 
线 , 就 慰 无 淄 近 直线 ， 
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除 贺 以 外 的 有 心 二 次 曲线 , 过 了 J 两 点 有 四 条 切线 (图 8.3)， 
因此 它们 有 四 个 焦点 ， 其中 两 个 起 实 点， 两 个 是 虚 点 ， 两 个 实 从 点 
不 齐 隔 一- 历 线 上 , 否则 这 团 线 将 是 实 切 线 , 与 事实 不 符合 ; 如 果 以 
六 和 i 表示 它们 , 就 是 普通 的 焦点 。 相 应 地 ， 除 贺 碎 外 的 有 心 二 
次 曲线 有 有 轩 条 谁 线 , 两 条 是 实 的 , 是 条 是 虚 的 ， 两 茶 实 叭 线 就 是 普 
通 疯 的 蕉 线 ， 为 了 涪 明 上 面 的 事实 证 明 下 面 的 定 再 . 


2 人 


图 8.3 图 8.4 


定理 11 我 们 所 定义 的 关于 有 心 二 次 曲线 【 除 国 外 ) 的 两 个 
实 仿 点 就 是 通常 意义 下 的 焦点 3 甘于 难 线 也 如 此 . 
我 们 只 就 峭 加 情况 加 以 还 明 , 双 曲 线 同 样 证 明 ， 


证 明 设 酉 间 “二 姑 =1(a 汪 相 ，( 图 4)， 它 具有 斜率 忆 


ee ?2-:8zi 2 求 此 稍 加 其 有 插 率 的 切线 . 
将 六 8 代入 
br’ -ay 0 
得 
pbx: or (kr 4d) — 0b oO, 


(hb? ~ ak) rr adkr ald — bo, 
直线 与 古 圆 息 契 的 条 件 为 : 
albia .= Cb uh ja (dt — a) 
或 


8.2 主旨 三 售 玉 


bd = ab (oh? b:), 
所 以 
d= b, 
因此 这 杭 癌 具有 和 全 罕 的 切 织 方程 
= 二 ab b 
这 三 加 具有 和 斜率 -的 切线 方程 为 
y=irtiva bi; y=- .irtiv a bi. 
令 va 一 玉 二 0, 则 过 向 雪 线 为 
(图 8.5) 


TO0) 


PD: Ft 
好 :上 Ey 
和 A , 
B: 如 一 一 个 
帮 ” 和 五 名 (一 ec 0 gxi 
Co OG pxg BO, ic); 全 图 8.5 


F400, ~ ic). 
质 凡 FF, 户 是 实 的 ; ,如 ' 是 虚 的 . 
i 2 人 
点 (zi, 1) pe 的 模 线 为 : 
EZ 


包 


所 以 BLc, 0) 的 准 线 为 。 «= 全， 
"(一 6,0) 的 准 线 为 «= 一 全 ， 


G00, ic) 的 准 线 为 ，y 如 ， 


te 
， 。 = 。 pb 
人 (0, 一 22) 的 准 线 为 : Ci 
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因此 : 电 条 准 线 是 实 的 , 其 条 是 虚 的 , 所 得 实 的 焦点 与 准 线 和 习 知 
的 一 至 

关于 焦点 ,还 有 下 面 的 定理 . 

定理 12 假设 二 次 曲线 工 的 任意 一 根 切 铸 和 其 它 二 定 雪 线 
之 妆 点 且 Pi, 了 Ps. 而 和 且 有 一 个 玲 点 , 那 末 , PRP 一 常数 ， 

证 明 设 -次 曲线 的 二 定 切 线 为 1, ts; 再 由 了 J 两 点 各 引 
一 条 切线 ， 这 四 条 切线 看 做 是 固定 切线 (图 8. 6)， 二 次 此 线 的 动 
切线 交 思 定 切线 士 四 点 六 ,7 ,Pi, Ps， 所 以 由 6.1 节 定理 4 

~ 


局 8.6 


C77, PP)= 灌 数 . 
以 到 (由 了 二 点 所 5 切线 的 交点 ) 为 透视 心 ， 则 Cf 7, PiPy) 一 
(7 PPs) 二 常数 ， 因此, 由 定理 5 

LPiFP,= 


2 tn(17,P1P;) 一 常数 ， 


| 题 
8.1 试 证 迷 疝 和 线 与 下 本身 所 成 的 角度 是 不 定 的 ， 
生 王 过 上 直线 二 任何 两 点 的 卫 商 等 于 零 ， 
8.3 试 求 过 原点 摇 直线 aw? 二 28 二 有 一 所 万 的 角 . 
解 ” 设 折 求 前 为 坟 二 直线 许 这 为 站 ma, 则 区，7182 出 上 方 各 m8: 十 28m 十 
站 一 昌 共 出 , 二 是 入 号 一 一 2 下 82Ma 二 8， 如 果 量 解析 几何 公式 , 则 
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和 一 芹 ! = [En pe Oo a | 
1 + mt, ] 十 .六 Ts 


TcC= - 


2 


二 +b 
乞 果 应 用 拉 格 名 公式 , 那 .未 令 了 ,生肖 于 直 浅 的 无 穷 渤 点 工本 表 虚 国 点 ， 
扩 是 


a=inD J De 2。 


_ (er 一 em 
BU EE 
NS 3 ea 
1 一 e 2” _ i 了 2 一 1 
1 十 es 用 十 1 


由 于 D=0iP8. 1 = {tm mz i 一 让 


_ {mm 0) {na 2) = Le 


Omi) Ca) CT mm ma my) 


且 由 克拉 公式 tga 一 


把 左 疯 写成 车 应 用 分 台 比 定理 , 使 得 


Doel ;一 区 1 
DiE 1 +- mnes 
六 -六 :一 六 


同 代 得 tga=i t It mm 
这 祥 就 证 出 了 解析 几 箱 公式, 仍 租 上 上述 结果 ， 
上 内 这 里 我 们 顺便 行 到 一 个 结果 : 
GE 2hry— bed 
所 表示 的 两 繁 百 线 互相 乖 吉 的 条 年 中 
# | 8=0, 
试 求 一 直线 4 十 2 十 吾 扣 一 0 夹 们 平分 线 的 方程 ， 
&5， 二 风 的 方 很 细 为 加 + 
SO=s 95 
Se EE 2 fy 二 c=. 
那 末 他 十 4 太一 站 所 开机 的 男 系 黎 为 此 轴 刚 系 ， 斌 证 共 轴 圆 系 的 中 心 在 同 


2 
1 
2 


-直线 上 . 
名 泪 明 一 个 定点 居于 卡 轩 加 系 中 每 一 暗 的 极 线 通 过 另 … 定 点 . 
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3.7 证 砚 以 原点 为 中 心 的 和 有 尼 二 深 地 线 下 讶 为 
Az:+2Hry+ By?=1, 
这 坚 的 {下 是 俏 多 并 标 . 
8.8 求 有 心 二 演 由 线 主轴 的 坟 程 , 并 证 时 它 们 是 实 下 线 ， 
和 解 ” 以 中 心 当 演 蕊 , 有心 下 该 遇 线 的 方程 为 
Az +2Hry+i+ Br:=1, 


设 主 粮 的 方程 为 
a -2RIY + DY 0, 
那 林 它们 和 疡 和 近 线 
Axt 2Hry+ By:—0 
要 成 调和 共 思 , 这 条 件 大 (习题 3.9): 
站 五 -小 下. 和 -28 一, 
可 是 主 畏 的 另 一 条 件 是 航 此 和 匡 间 ,所 以 (习题 8 解 ) 
全 二 0. 
由 这 两 项 条 件 得 到 


一 g 有 4 一 2HR 人 或 人 一 <， 
4B—n4—2 2 请 


笋 进 六 假设 的 主轴 方程 十 二 , 就 得 到 遍 求 的 方程 如 于: 
Hixi—y)-— (A— Bry*<=0. 

因为 届 一 让 ?地 4H>0, 所 以 有 心 二 次 巾 线 的 两 条 主轴 是 实 的 . 

#.9 ”证明 还 主轴 为 坐标 畏 , 丰 心 二 次 曲线 的 方程 可 写 为 
A By =l, 

但 : 般 下 能 再 简化 为 xz 十 喇 =- 1 或 xz 一 y 二 1 
83, 10 证 昌 外 团 于 一 抛物 线 的 三 角形 . 它 衣 逢 接 略 通 过 找 物 线 的 集 点 ， 
8.11 证 明 过 二 次 旭 线 的 焦点 3 引 贞 条 具 轴 直线 , 那 末 , 这 两 线 - 一 定 王 直 . 


儿 何 基础 
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本 营 介 绍 一 点 几何 基础 方面 的 常识 ， 从 几何 恬 展 腔 史 谈 到 欧 
儿 里 得 (Euciid) 原 本 : 第 五 公设 问题 , 直到 近代 公理 法 概 坚 。 并 介 
绍 罗 韦 团 厂 斯 基 (IEL1i vlo6adeBcrz 访 ) 几何 初 浅 知识 ， 主 要 是 讨 
足 师范 专科 党 入 商 等 几何 教学 大 岗 的 要 求 . 


9.1 几何 发 展 篇 史 

文化 发 源 地 中 国 , 印 庆 ， 包 上 比 伦 ,埃及 部 是 大 河流 贯 ， 十 地 肥 
还 , 适 全 农 站 的 好 好 方 ， 造 成 直 代 农 装 民族 定居 生存 的 优良 条 件 . 
为 了 器 服 和 利用 这 些 湛 急 的 河流 为 农 牧 业 生 产 服 务 ， 满 趾 生产 和 
生活 的 实际 需要 ， 产 生 各 爱 展 了 技术 各 数 尝 (特别 是 几何 学 )， 测 
全 土地 , 罕 测 天 象 、 制 定 历 法 以 利 农 履 ， 这 古 历 代 的 大 事 ， 我 国 计 
算 回 周 率 z 常常 与 修订 历法 联系 在 一 起 ， 公 元 五 世纪 我 国 数学 家 
祖 评 之 计算 z 淮 确 到 小 数 六 位 , 比 欧 洲 人 中 一 千 一 百 多 年， 就 好 
他 制定 大 明 历 有 关 ， 我 国 十 代 搞 土木 建筑 , 计算 面积 ,体积 和 [从 个 
的 容积 , 烷 积 了 许多 实践 经 验 , 留 下 许多 公式 ， 祖 神 之 的 儿子 祖 卓 
计算 球 的 体积 , 用 奇妙 的 算法 得 到 完全 正确 的 公式 . 我 国 最 早 的 数 
学 书局 体 算 经 > 和 < 无 章 算术 3 里 有 许多 几何 问题 。， 由 这 两 书 可 看 
到 ， 图 周 率 和 勾 股 定理 我 国 时 就 知道 了 ， 这 夯 书 作者 及 车 作 年 代 
尚 无 定论 ， 和 但 所 记载 的 问题 源 访 彼 十 ， 有 的 上 淹 到 周 秦 以 前 ， 也 
克 贞 议 时 代 的 算 筷 ， 皇 推 前 一 些 , 无 论 石器 时 代 的 陶器 上 ,或 股 商 


一 一 
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的 钟 上 里 上 , 帮 已 有 了 精美 的 几何 立案 ,说 时 我 同 几 条 掌 的 历时 烂 修 
入 的 ， 研 国 时 的 墨 谤 ( 约 公元 前 480 一 390) 所 蔡 墨 经 十 五 赣 , 比 欧 
儿 里 符 原 本 早 一 个 多 批 纪 ,其 中 淡 到 回 巧 "一 中 同 长 ”的 图 形 (有 一 
个 中 心 : 国 上 各 点 到 中 心 有 相 同 长 度 ), 谈 到 和 矩形 是 * 柱 隅 四 霖 人气 四 
条 县 四 条 边 , 引 短 形 有 轩 边 , 各 人 角 剖 居 直 和 角 )， 其 后 兴 央 ( 约 公元 前 
310-…230) 和 在 他 所 著 < 藻 了 3 一 书 中 说 ， “四 寸 之 征 尽 天 下 之 方 也 ”， 
这 与 欧 儿 互 得 第 四 公设 “ 几 直 衣 都 相 千 ”同居 ， 这 些 便 子 表明 , 此 
何 学 在 中 国 古 代 已 有 了 较 商 的 水 平 . 

从 国外 来 说, 几何 掌 的 发 展 可 因此 质变 分 为 四 个 时 期 . 

第 一 个 时 期 巧 几何 作为 数学 的 萌 苯 时 期 ,从 大 类 积累 生产 , 生 
活 经 验 到 到 约 公元 前 五 世纪 止 . 古代 埃及 积 标 了 不 消 几 何 知 识 ， 
等 列 是 愉 尼 办 河 泛 遭 之 后 上 地 的 重新 测量 ， 建 筑 许 密 金 字 开 ， 古 
埃 皮 有 了 相似 形 的 概 公 ， 和 掌握 了 则 楼 人 台 求 体积 的 公式 下 =h(a: 十 
ab + 13， 后 米 希 腊 人 跟 埃及 通商 ,去 埃 此 久 学 ， 想 据 希 腊 蛤 
的 记载 ， 克 何 党 于 公元 前 七 世纪 传人 巴比伦 和 希腊 ， 埃 及 不 成 系 
统 的 几何 知识 跟 希 腊 的 钦 辑 稻 结 合 , 几何 有 了 质变 . 

第 二 个 时 期 , 几何 成 为 数学 的 独立 学 科 , 希腊 的 几何 传 遍 上 世界 
和 当地， 在 希腊 , 从 公元 前 七 到 三 此 纪 ， 几 何 学 在 塔 列 斯 (Thales)、 
毕 达 哥 按 《Pythagoras)， 选 庶 况 里 特 ‘(Democritus)、 植 拉 图 
(Plato), 欧 道 部 斯 .Eudoxus) 等 折 学 学 涛 手中 发 展 起 米 ， 以 抽象 
化 ,党 辑 化 为 共 特 点 , 这 是 埃及 几何 知识 跟 希 腊 远 辑 方 洁 相 结合 的 
产物 ， 欧 几 里 得 ( 约 公元 前 330 一 275) 在 前 人 的 基础 上 写成 < 几何 
原本 ?， 可 以 说 是 集 埃及 ,希腊 几何 之 大 成 ， 欧 氏 原 本 眼 阿波 罗 尼 
(Apollonins, 约 公元 前 260 一 170) 关 于 圆锥 曲线 的 著作 是 几何 上 
十 分 成 熟 访 传 到 后 世 的 名 著 ， 七 所 纪 阿 拉 怕 人 的 势力 到 过 希腊 ， 
文化 中 心 东 移 到 地 中 潍 东 岸 伐 利 亚 一 带 ，。 信 世纪 末 九 世纪 初 * 原 
本 >3 译 成 阿拉 怕 文 ,扩大 了 影响 ， 入 世纪 初 同 上 拉 伯 人 的 势力 到 还 西 
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班 矿 ,< 原本 > 跟 普 到 了 欧洲 ，1120 年 莫 教 士 阿 补 哈 (Adelhard) 译 
为 拉丁 交 ， 从 此 < 原本 > 在 欧 训 大 学 和 肝 有 地 位， 诸 上 在 德 同 与 意 大 
利 ， 担 在 中 学 学 习 , 则 是 印刷 术 发 明成 后 的 事 , 或 者 说 中 国 嘻 期 恬 
明 的 印 出 术 传 公 欧 浏 ， 对 欧 涡 科学 文化 的 传 揪 发 挥 了 积极 作用 . 
1482 作 有 控 杆 版 几何 原本 印行 于 址 尼斯 ， 此 后 以 各 国文 字 印 行 的 
欧 基 原 本 不 让 500 版 以 下 .世界 科学 著作 流传 时 间 之 长 、 范 围 之 
广 , 影响 之 深远 ， 古 令 中 外 无 与 伦比 ，1576 年 始 译 为 英文 。 明 万 
让 村 开 年 (1607) 徐 范 记 和 和 二 案 (Metteo Ricei) 合 译 原 本 前 六 
于 北京 ， 清 咸 直 天 外 (1855) 宁 善 兰 和 伟 贷 亚 力 山大 (Alexander 
Wyilie) 续 译 后 九 巷 ，1739 平原 本 详 为 俄 文 ， 两 于 余华 间 , 欧 氏 原 
本 是 所 有 数学 家 应 读 的 课本 , 它 是 仪 存 的 古代 数学 名著 之 一 , 这 是 
历史 对 它 作出 的 最 好 的 评价 ， 

很 时 在 希腊 就 给 几何 增添 了 新 内 容 ， 除 上 还 阿波 黑 尼 的 圆锥 
曲线 罩 , 还 有 隔 基 求 德 { 和 rchimedes, 公元 前 二 性 纪 } 坑 定 面 积 , 体 
积 的 新 方法 , 希 巴 尔 卡 (公元 前 三 世纪 ) 的 三 角 法 初步 与 梅 耐劳 ( 公 
元 后 一 世纪 ) 的 球面 几何. 

第 三 个 时 期 是 因 资 本 主 闵 的 萌 蓉 促成 欧 湖 交 艺 复兴 而 引起 了 
几何 学 的 重新 营业 ， 关 键 的 一 步 此 十 所 世纪 前 举 上 时 ， 贞 科 卡 尔 
(Descart'es, 1596 一 1650} 和 和 穴 玛 (Fermat, 1601- 一 1665) 引 进 尝 标 
话 解 次 几何 问题 . 这 是 期 时 代 的 革新 ， 玫 何方 法 的 革新 跟 当 时 正 
在 发 展 的 代数 学 和 送 和 下 时 期 的 解析 学 发 生 耿 系 , 相互 促进 , 产生 了 
解析 几何 以 及 后 来 的 积分 几何 ， 此 司 百 祭 年内， 代数 的 和 解析 的 
方法 统治 了 几何 学 ， 上 几乎 排斥 了 经 人 台 活 ( 纯 几何 波 )， 但 还 有 一 些 
堂 者 要 将 微 积 分 英 基 于 几何， 也 得 到 新 络 拱 ， 优 美 而 直观 寻 晰 的 
下体 方法 总 到 引 普 人 ， 因 此 在 二 二 .二 从 世纪 , 剖 几何 虽 不 处 王 生 
气 揪 亏 的 发 展 中 心 , 也 还 保持 其 尿 大 的 话 力士 天 此 纪 初 ,一 些 数 
学 家 让 为 过 去 的 综合 儿 何 论 不 公平, 不 明知 地 忽视 了 ,因而 积极 如 


人 
力 来 复 内 并 护 嵌 它 . 

跟 证 柜 几 何 相 比 , 儿 合 学 使 用 了 全 新 的 方法 , 研究 了 更 普遍 的 
图 形 ， 帮 十 八 世 纪 由 于 欧 拉 和 莹 日 (Monge) 等 人 的 将 作 而 产生 的 
微分 几何 ， 已 就 是 够 光滑 的 曲线 和 曲面 以 及 它们 的 族 用 各 种 变换 
来 斌 究 ， 研 究 的 范围 逐步 推广 ， 也 涉及 到 不 光 谓 的 线 和 面 ， 十 上 七 
性 纪 前 半 叶 在 代 纱 格 和 巴 斯 卡 的 著作 中 找到 射影 几何 的 内 容 ， 岂 
何 学 这 些 新 趋势 的 最 后 黄 定 以 及 有 系统 的 表述 , 是 在 十 八 世 纪 , 十 
九 世 纪 初 分 别 由 欧 拉 稚 解 析 几 何 (1748), 索 有 日 结 微分 几何 (1795)， 
雇 斯 省 给 射 彩 几何 (1822) 党 成 多 ， 眼 绘图 问题 有 直接 联系 的 几何 
表示 法 的 研究 亚 蛙 (1799), 这 就 是 上 小 日 的 画 沧 儿 何 , 它 在 工业 生产 
上 的 作用 鱼 尽 人 名 知 的 . 
在 记 有 这 些 分 支 中 , 几何 学 的 基础 衬 有 变 , 仍旧 眼 欧 几 里 得 的 
基础 一 样 ， 但 所 研究 的 图 形 及 其 特性 , 以 及 所 使 用 的 方法 , 部 扩大 
了 范围 ， 提 高 了 政界 和 水 平 ， 产业 草 命 时 期 生产 上 技术 上 种 种 控 
求 的 需要 以 及 严正 科学 自身 发 展 的 需求 ， 正 是 促进 这 些 分 支 发 展 
的 原因 , 反 转 来 它们 也 推进 了 生产 和 科学 技术 的 发 展 , 

第 四 个 时 捧 是 以 罗 巴 切 夫 斯 基 {1793 一 1856) 建 立 了 第 一 种 非 
欧 风 何 开始 的 ， 他 的 论文 1826 年 宣读 ，1829 年 以 发 展 完备 的 形 
式 印 出 ， 凡 千年 来 信人 们 兴 为 客观 空间 由 欧 氏 刀 何 唯一 地 描述 ， 通 
过 直线 芭 以 外 一 点 所 在 已 和 站 决定 的 平面 上 有 一 条 且 仅 一 条 直线 
跟 不 相交 ， 三 角形 的 内 角 和 等 于 二 二 角 ， 现 在 驾到 建立 了 与 此 
完全 不 同 的 几何 学 ， 通 过 了 在 所 说 的 平声 上 有 无 数 条 直线 照 不 
相交 ， 三 角形 的 内 角 和 小 于 二 直角 .无 从 俄 国 当时 最 大 的 两 位 数 
学 家 把 这 洲 成 是 荡 启 ， 这 种 几何 德 图 的 高 斯 和 匈 政 利 的 波 里 埃 
(J, Bojyai, 1802 一 1850)? 也 独立 建立 起 求 , 发 展 得 最 完善 的 是 罗马 
切 夫 斯 其， 当天 们 公认 这 种 几 休 学 的 于 修 ， 这 三 个 人 都 已 进入 广 
蓝 了 . 另 一 种 非 欧 几 何 后 米 出 德 同 歼 上 总 (B.Riemann，1826 一 
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1866) 建 立 , 经 过 书 在 所 说 的 平面 上 没有 任何 真 线 跟 x 不 相交 ， 三 
角形 内 角 和 太 十 二 直角 . 

克 菜 因 批 罗氏 欧 氏 , 歼 氏 包 何 分 别称 为 双 曲 、 镍 物 、 椭 贺 几 
何 , 并 在 1872 年 就 各 种 几何 的 发 展 作出 总 结 ， 指 出 它们 结构 上 的 
一 般 原 则 { 见 5. 11 节 ). 

罗 巴 切 夫 斯 基 的 发 现 等 于 发 现 了 新 大 陆 , 人 们 称 他 为 几何 学 
中 的 哥 自 尼 ”"， 这 是 一 次 数学 轧 榴 上 的 巨大 进展 ,扩大 了 对 空间 的 
认识 .几何 学 变 成 研究 各 种 不 辐 空间 ( 欧 氏 空 间 ,罗氏 空间 、 黎 氏 
空间 , 仿 射 完 间 ,射影 空 间 、…) 以 及 这 各 别 空间 图 形 的 数学 球 论 的 
总 体 ， 

在 认识 到 空间 构 念 多 桩 化 的 同和 时， 感到 歌 几 里 得 建立 他 的 几 
何 学 的 基础 远 远 不 够 完善 .新兴 了 一 门 几何 分 支 即 初等 几何 墓 础 . 
射影 几何 ,微分 几何 ,几何 基 确 成 了 十 九 世 纪 上 几何 方面 大 放 光 芒 的 
二 大 分 支 

许多 科学 家 参加 了 促使 几何 菇 础 结构 更 新 的 工作 ， 著 名 的 物 
理学 家 赫 姐 蕉 尔 座 CHelmholtz，1821 一 1894) 在 1866 年 提出 运 
动 概念 对 于 欧 氏 几何 是 此 本 的 ，1871 年 康 托 (M. Cantor，1829- 
19207、18972 年 戴 德 全 (R. Dedekind ， 1831 一 1916) 拟 了 连续 公理 . 
1882 年 帕 顷 (M. Pasch》 拟 了 顺序 公理 ， 最 后 1899 年 希 尔 伯 竺 
《D. Hilbert, 1862 一 1943) 发 表 了 集大成 的 名 著 < 几 何 基 础 >， 成 为 
欧 儿 里 得 几何 的 完善 的 公理 法 结构 . 

十 九 世 纪 的 一 些 发 展 结晶 成 为 几何 学 另 一 新 分 支 一 拓扑 
学 , 它 是 研究 图 形 在 被 窒 曲 ,伸缩 或 任 党 形变 下 (但 在 变形 过 程 中 ， 
不 同 的 点 不 允许 变 为 和 辕 的 皇 , 不 准 产 生 新 的 点 ) 被 保持 不 变 的 性 
质 的 科学 ， 这 个 分 区 外 在 已 渗透 到 代数 , 复 变 函数 , 税 论 等 许多 数 
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9.3 欧 几 里 得 第 五 公设 问题 

氏 在 回 过 头 来 次 谈 第 五 公设 问题 ， 欧 氏 儿 何 闵 本 的 要 础 结 
是 定义 ,公设 和 公理 的 系统 ， 第 一 善 一 开始 提出 二 小三 个 定名 ,这 
里 引 其 最 官 八 个 : 
定 巡 
1， 点 没有 部 分 . 
2， 线 有 长 度 投 有 宽度 ， 
3， 线 的 界限 是 点 . . 
4， 直线 是 这 样 的 线 , 它 上 而 的 点 是 同样 帮 着 的 ， 
5 面具 在 长 度 和 宽度 . 
6 而 的 界限 是 线 . 
7 
8 
定 


， 于 面 症 这 样 的 面 , 它 上 而 的 直线 是 同样 放 着 的 . 
， 和 平面 上 后 角 起 平面 上 两 相交 直线 相 王 的 馈 甸 诬 ， 
艾 之 后 列 出 公设 和 公理 各 五 茶 : 
公设 (涉及 几何 内 容 ) 
p. TI， 从 件 一 战 到 另 一 点 可 以 作 直 线 . 
LE、 一 条 有 限 直 线 可 以 无 限 延 长 . 
JI 以 任意 点 为 中 心 ;以 任意 长 为 半 徐 可 以 作 贺 周 , 
IV， 凡 十 角 莉 相等. 
VY 平面 上 两 直 线 被 一 直线 所 截 ， 若 截 线 一 侧 的 两 内 角 之 和 
小 于 一 直角 , 则 此 两 线 必 相 交 于 截 线 的 这 一 侧 , 
公理 (涉及 一 般 逻 辑 的 概念) 
， 等 于 间 -- 莹 的 时 彼此 相等 , 
。 等 量 加 上 等 时, 其 和 仍 机 等 . 
， 等 瑟 减 去 等 晤 ,其 差 仍 林 [等 ， 
.相互 合同 的 就 臣 如 竺 的 , 


a 
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5 全 盖头 于 部 分 ， 

攒 证 希 对 的 耕 掌 和 逻辑 ， 欧 几 里 得 以 共 过 人 的 驭 力 ， 族 思 右 
虚 , 对 公理 ,公设 做 丁 特定 的 选 律 ， 把 前 人 的 定 班 由 浅 人 深化 了 合 
于 竖 辑 顺序 的 排列, 给 出 清晰 易 明 的 证 明 , 这 是 他 不 朽 的 功绩 。 人 地 
的 原本 一 出 , 前 人 丰 这 一 方面 的 昔 作 就 逐 浙 谱 遗 忘 了 . 

但 是 用 现代 数学 观点 看 < 原本 >, 则 许多 方面 不 能 令 人 满意 . 例 
如 定义 表 中 的 一 些 概 低 杯 身 ,如 “界限 *"、“ 长 度 ” 之 类 ， 就 是 应 读 加 
以 定义 的 ! 交 如 “在 直线 上 两 点 之 阅 的 已 知 点 "、“ 在 直线 同 侧 的 师 
点 ”等 叙述 中 , 书 土 失 未 给 而 这 些 概念 ;证 明 中 大助 于 图 塔 的 直观 ， 
这 是 严格 的 屠 辑 结构 所 不 允许 的 ; 欧 氏 没有 定义 运动 而 用 了 送 动 
的 裕 念 ( 吉 全 是 4 ); 等 等. 

欧 氏 用 作证 明 依 据 的 定义 ,公设 ,公理 表 中 ， 特 别 引 人 注意 的 
是 第 五 个 公设 ， 这 是 因为 :第 一 , 它 没 有 其 它 公理 那样 简单 容易 接 
受 ; 第 二 , 可 能 连 欣 氏 本 人 也 曾 试 证 过 公设 册 因为 原本 前 二 -十 八 
个 命题 痢 未 利用 过 公设 了 Y， 似 乎 他 是 努力 推迟 公设 ?的 应 用 ， 直 
到 迫切 需要 无 可 奈何 的 叶 候 . 

历代 都 有 人 企图 把 公设 了 从 欧 氏 表 上 挪 走 ， 用 其 余 的 公设 、 
公理 将 它 当 作 定 百 证 出 米 ， 这 就 叫做 第 五 公设 问题 ， 用 的 是 反 证 
闲 ， 霞 设 公设 Y 不 成 庆 ， 希 望 在 一 长 串 推 昔 中 能 得 出 两 个 互相 了 巴 
持 的 命题 ， 以 反 证 公设 了 了 成立， 这 些 人 都 没有 成 功 ， 有 的 以 为 成 
功 了 ,万 是 在 某 一 阶段 拖 了 一 点 错误 ,或 是 在 不 知 不 觉 之 中 引用 了 
一 个 实质 上 跟 公设 站 等 价 的 命题 . 

成 功 的 经 验 是 可 中 的， 类 败 的 教训 也 是 可 中 的 ,了 吃 一 暂 , 长 -一 
吞 ,这些 大成 了 非 欧 几 条 的 先 趋 者 ,得 出 非 欧 几何 的 一 批 性 质 . 

凡 不 用 公 说 了 就 能 证 其 的 命题 称 为 绝对 拖 何 命题 ， 例 如 :对 
顶 衣 定 埋 ; 三 角形 合 问 定 理 ; 等 厦 三 角形 两 底 角 相等 ; 三 角形 中 大 
边 所 对 的 角 世 较 大 (以 及 逆 定 惠 ); 二 角形 的 外 角 定 埋 ( 每 一 外 角 估 
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于 任 一 不 相 邻 的 内 角 记 三 角形 的 一 边 小 寺田 两 由 之 和 ; 平面 上 师 
直线 谈 一 直线 所 惟 , 若 同位 角 相 等 ， 则 该 两 直线 平行 ( 它 的 逆 命 题 
财 丰 是 绝 将 几何 命题 而 是 欧 氏 区 和 何 命题 )。 
企图 证 明 第 五 公设 就 是 企图 把 它 化 为 绝对 儿 条 命题， 两 千年 
证 明 央 败 , 表明 把 第 五 公设 , 放 在 基础 的 形 里 , 欧 几 里 得 起 做 对 了 . 
下 右 我 们 略 略 介绍 几 个 对 第 五 公设 试 证 的 工作 . 


9.2.1 兽 稳 非 (Playfair) 公 理 与 第 五 公设 等 价 

1795 年 普 电 菲 提出 -一 条 眼 获 针 公设 等 价 的 命题 , 它 的 直观 
明 量 性 比 公设 ?了 好些， 通称 欧 妃 里 得 几何 平行 公理 : 通过 直线 外 
一 点 月 唯一 直线 与 该 线 平 行 . 

竺 证 公设 了 莉 洱 平行 公理 ， 

设 * 为 平面 上 一 已 知 直 线 , 形 旦 不 在 &% 上 的 任 一 已 知 点 ,求证 
有 了 唯一 直线 通过 到 而 与 zx 不 相交 . 

作 有 如 N 4 于 点 (图 刀 1)， 用 wr 表示 在 了 与 MMN 复查 的 直 
线 , 则 红 不 可 能 与 相交, 否则 ,2 ,MN 将 构成 一 三 角形 , 与 外 
角 定 理 蕴 盾 ， 平 行 线 的 存在 件 证 明了 ， 再 设 w" 是 通过 了 用 与 w* 相 
异 的 任 一 直线 ， 屠 末 u” 必然 在 直线 时 NN 的 某 一 侧 跟 到 组 成 锐 
角 ， 应 用 由 前 的 盘 设 公设 了 于 两 直线 如 ,wu" 及 截 线 六 仿 ， 可 知 
必 与 在 这 一 侧 相交 
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表 证 平行 公理 益 炸 公设 
设 直线 e ,5 被 直线 6 所 截 ,在 6 一 侧 的 内 角 之 和 (图 9 2) 
a+ P12d ta 表 直 和 朋 )， 
从 而 另 一 侧 内 藤 和 
w+ B20, 
通过 4 跟 e 的 交点 引 直 线 e ,使 其 与 6 所 成 的 角 i, %i 满足 
w= 20, «1 二 + Bs = 24, 
于 是 Wi 二 28 一 Bs 二 B14 所 以 4 #58， 辐 为 若 @' 跟 5 相交 ， 术 得 出 
与 外 和 角 定 理 祠 对 盾 的 结果 . 
由 假设 通过 qa ，* 的 奕 点 只 有 一 直线 与 8 平行， 所 以 与 # 相 
异 的 直线 4 必 与 8 相 冯 ， 还 要 证 明 a 和 相 变 于 &; 和 所 在 的 
一 侧 , 这 可 从 & 放 28 一 B= 二 以 及 外 前 定理 立即 得 出 , 


9.2,2 萨 开 里 (D. Saccheri, 1667 一 1733) 的 试 证 


1733 华 誉 大 利 数 党 家 萨 开 里 出 版 了 名 为 4 免除 一 切 污 点 的 欧 
儿 里 得 3, 这 里 “ 葡 几 里 得 " 指 4* 原 本 >， 在 这 里 他 对 第 五 公设 的 试 证 
工作 发 展 得 相当 远 ， 得 到 一 系列 结果 ， 如 果 在 关键 的 时 刻 他 再 推 
进一步 , 高斯, 波 里 埃 和 罗 巴 切 去 斯 基 的 发 现 就 可 提前 一 世纪 他 
的 后 继 人 也 设伏 这样 的 工作 ， 似 平 他 的 工作 被 人 遗忘 了 ， 后 来 意 
大 利 有 名 的 数学 察 倍 尔 脱 拉 米 (Beltrami, 1835 一 1900) 才 指出 , 一 
般 归 之 于 蔓 戎 得 ,办 巴 钱 夫 斯 基 , 被 时 埃 的 一 些 定理 ， 萨 升 时 已 发 
现 过 了 . 
他 这 论 一 种 由 角形 被 称 为 “ 萨 开 里 四 角形 ,两 下 底 角 是 直角 ， 
两 侧 边 相等 (图 93. 3): 
AC=BD, A=AB=t. 
定理 1 在 四 这 形 CABD 中 ,车 
A=AB=d 且 AC=BD, 则 
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0 


D e 
夫 K 五 
本 B 
图 3.3 图 3.4 
-C= LD. 


证 明 , 我 们 只 需 取 下 底 48 的 中 每 线 KL 为 对 称 铁 折 准 即 得 . 
由 此 推出 KLO= /KLD=d, CL=LD. 
有 即 是 详 : 萨 开 里 唔 角形 两 底 中 点 的 联 线 是 两 底 的 中 盘 线 ， 
定理 2 设 四 边 形 ABDO 中 一 4= B=d, 且 A0<<BD， 则 
0>AD. 
证 明 延长 4C 至 C (图 3. 分 使 40 二 BD, 则 按 定理 1 有 
= CD 
又 在 ADCC' 应 用 外 角 定理 得 CC ， 所 以 
OO>-AO > 一 D 
萨 开 里 美 于 他 的 四 前 形 C48D 曾 做 过 三 秆 假设 : 
{1》 锐 角 假 设 : <C 一 D<d, 于 是 推出 CD 45， 并 且 三 角 
形 的 内 和 角 和 小 于 二 直角 . 
(2) 直角 假设 ; CO 一 一 D=d 于 是 推出 CD=.4B, 并 且 三 和 角 
形 的 内 角 和 等 于 二 直角 . 
(3》 和 钝 和 想 设 ， 玫 0 = 人 D>ad, 于 是 推出 0D<<4B， 并 有 旦 三 角 
形 的 内 角 和 大 于 两 直角 . 
由 于 推理 步 玖 报 伺 , 我 们 只 就 锐角 假设 讨论 、 
定理 3 在 锐角 假设 下 有 有 0D>AB. 
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证 明 既然 假设 CC<d= 一 4( 图 9.5)， 


又 由 定理 1 LK=AZL=d, 
于 是 鉴于 定 氛 1 和 2 从 四 人 角形 4 五 EC 得 
CL~>AK, 
鼓 有 


. CD-=-20L>2AK=AB,B CD AB. 


i D0 


可 L ae] 如 


4 KE 五 4 五 
图 9.5 图 96 


定理 4 在 锐角 假设 下 , 三 角形 的 内 角 和 小 于 两 直角 . 

证 明 ”由 于 一 个 三 角形 可 分 和 解 成 丁 个 直角 三 角形 '， 我 们 只 
须 就 直角 三 角形 加 以 证 明 ， 设 (图 9.6) 在 入 4BC 中 , 了 4=d， 和 如 
图 作 BD ;4B 并 取 8D=AC, 则 CABD 为 萨 开 里 四 角形 ， 于 是 由 
锐角 假设 和 定理 3 ,0D>AB8， 现 在 就 入 4BC 和 入 DBC 看 , 有 两 
边 相 等 而 第 三 边 不 等 , 记 以 8 放 y, 从 而 有 

十 ?< 十 及 = 下 作 图 )， 

所 以 一 4 十 wp 二 2 

萨 开 里 证 明 过 , 只 要 在 一 个 萨 开 里 四 角形 中 ， 上 底 角 是 直角 ， 
那 末 公设 了 就 成 立 ， 他 象 所 有 数学 家 一 样 相信 和 直角 假 褒 成立 而 务 
外 两 个 假设 必须 抛弃 .他 首先 把 钝 角 候 说 导致 矛盾 ， 所 以 具 要 将 
锐角 假设 也 导致 巴 捕 ， 闭 末 公 设 六 就 证 明了 ， 他 从 锐角 假设 出 爱 
得 出 一 系列 属于 轩 巴 雪夫 斯 基 儿 何 的 命题 ， 尽 管 这 些 命 古 与 我 们 


”读者 自 证 ,三 角形 航 高 线 是 必 有 一 个 在 边 上 而 不 罕 边 的 延长 线 上 . 


re 


人 
的 直观 不 相符 ， 却 找 不 到 一 个 地界 着 盾 。 但 站 一 连 囊 正确 推理 以 
后 , 他 发 现 倘若 锐角 假设 成 立 , 那 末 无 限 地 接近 的 两 直线 在 无 穷 远 
点 应 有 共同 的 垂 线 , 他 认为 这 是 “与 直线 的 本 质 抵 触 的 “于 是 他 认 
为 第 五 公设 证 明了 .明白 地 , 他 本 人 也 感到 锐角 假设 的 逻辑 矛盾 并 
未 找到 , 他 重新 加 到 证 明 它 “ 自 相 矛盾 "的 问题 。 为 此 , 他 用 两 种 方 
法 计算 ~- 条 线段 的 长 度 , 得 到 两 个 结果 , 他 认为 找到 六 盾 了 ， 实 际 
是 他 计算 中 有 错误 . 


9.2.3 勤 参 得 (Legendre, 1752 一 1833) 的 试 证 

瓯 戎 得 不 仅 在 分 析 和 才学 方面 有 出 名 的 工作 ， 在 放 何 方面 也 
很 有 成 就 ，1794 和 华 他 的 著作 < 儿 何 原理 > 对 后 来 的 教科 节 有 很 大 
的 影响 ， 他 试 证 公设 了 时 讨论 了 三 种 互相 排斥 的 假定 : 

TI 三 角形 的 内 角 和 和 大 于 两 直角 ， 

Il. 三 角形 的 肉 角 和 等 于 两 直角 ， 

IIUH.， 三 角形 的 内 角 和 小 于 两 直角 . 

他 用 正确 的 推理 把 第 一 个 假定 推 向 了 矛盾， 车 能 把 第 三 个 假定 
也 引 向 矛盾 , 那 就 证 明了 三 角形 内 和 角 和 等 于 两 直角 , 同时 也 就 证 明 
了 公设 Y， 可 异 在 把 第 三 个 假定 引 疝 矛盾 时 ， 他 自己 不 觉察 用 上 
一 全 与 公设 了 等 价 的 命题 

定理 1 如 果 每 个 三 角形 的 内 前 和 等 于 二 直角 ， 则 公设 站 成 


EL 
一 


证 明 设 每 个 三 角形 的 内 和 角 和 为 二 直角 , 又 设 a 为 一 直线 , 4 
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为 其 外 一 点 。 求 证 通过 4 只 有 一 直线 与 a 不 相交 {图 9. 7)， 

作 4B1 a 于 B, 并 过 4 作 直 线 a |4B， 我 们 知道 4 与 4 不 
相交 . 

设 5 是 通过 4 的 任意 直线 , 而 8 是 5 与 线段 4B 所 成 的 锐角 . 
我 们 米 证 明 直 线 5 与 直线 a 相交 在 锐角 所 在 的 一 侧 ， 为 此 ， 在 直 
线 a 上 锐角 所 在 的 一 侧 作 点 Bi 使 了 Bi;= 4B， 再 在 同一 侧 作 了 
使 BB 一 4B， 一 般 , 作 点 如 使 B。 ,8B。= 4B。:。 我 们 来 观察 三 
角形 4BB,, 4B1B;,…，、ABs_1B。， 因 为 假设 每 个 三 角形 的 内 角 和 
为 一, 所 以 在 等 腰 A4BB 中 ， 顶 点 为 4 和 Bi 的 内 角 都 等 于 /4. 
由 此 推出 和 4B1B， 中 顶点 为 B。 的 内 角 等 于 /8 一般， 在 
A4B。:Bs 中 顶 虚 为 瑟 。 的 内 角 等 于 </2"+1， 因 之 

BAB, =x/2— ni/2"t!1, 
既然 设 6 为 锐角 ,就 有 8 一 x*/2 一 z, 其 中 。 之 0、 取 xw 充 分 大 ,使 
可 28+ 1 ED, 

于 是 有 有 一 一 54P 

这 样 , 直线 5 夹 在 人 B4B。 的 边 4B 和 48 中间, 因此 它 与 直 


线 a 应 相交 于 点 B 与 B, 之 间 。 即 是 说 ， 通 过 4 只 有 直线 a 与 a 
不 相交 .证 完 . 

现在 让 我 们 回 过 来 讨论 三 角形 的 内 角 和 问题 ,并 引进 两 符号 ， 
设 4BC 为 一 三 角形 ,由 

SCLABO)=A+B+O, D(ABOY=#— StABO) 

分 别称 为 这 三 角形 的 角 和 和 前 亏 ( 或 才 值 ). 

定理 在 每 个 三 角形 入 中 ，S( 人 入) 夺 x( 因 之 DCAD) 宕 0). 

证 明 设 和 480 的 内 前 为 w， 内 , ?， 并 设 定理 的 反面 成 立 ; 

十 所 十 ?并 (图 9.8)., 


中 ”这 里 用 着 阿 基 米 藉 全 理 ， 
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延长 地 48， 并 在 其 土 作 * 一 1 个 三 角形 BBC， 吾 BC 

5 :B。:0。 1 使 与 A4BC 都 合同 ， 以 如 表示 角 zx- 和 有 则 
3 一 革 一 (% 十 采 ) 扫 了， 
易 见 三 角形 CBO C1B10s,…, Or-zB,_20， :都 台 同 , 因 之 
CO OO 一 一 Cn at 一， 
由 于 入 ABO 和 ACBO 有 两 边 分 别 相等 而 类 人 角 不 等 , 因 之 有 >e。 
写 出 折线 ACC CoO Br- 的 长 度 大 于 封闭 线段 ABs -1 得 
五 十 (一 1 十 gr 或 nlce—e)<ai+b—e. 
因 g++ hb—e ec—e m0, 
可 见 若 定理 I 的 反面 成 立 , 那 来 不 论 正 整数 % 为 何 值 总 有 
nlce—e}<g+ be, 

与 阿 基 米 德 公理 抵 般 .因此 定理 II 得 到 反 证 ， 

注意 : 在 此 证 法 中 用 过 阿 基 米 德 公理 , 曾 无 限 延 长 一 直线 , 因 
之 在 非 阿 基 米 德 空间 或 空间 不 是 无 穷 的 , 定理 开 就 未 必 成 立 . 

定理 HI 只 要 有 一 个 三 
前 形 的 内 骨 和 等 于 二 直角 ， 那 末 
每 个 三 角形 的 内 角 和 等 于 二 直角 。 

先 证 几 个 引 理 ， 

引 理 1 设 入 ABC{ 图 9.9) 
被 规 线 BP 分 为 两 个 三 角形 ， 则 
它 的 角 志 等 于 两 个 部 分 三 角形 图 9.9 
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的 角 记 之 和 ， 
事实 上 ， D(ABP})=#z—(gi+pB;+6), 
DIBPC)=#—({f-tds + y), 
因 之 DABP)+ DIBPO)=24 (a+ Bit+phstd +6+ y) 
=27x—(g+ Ptr+y) 
xr (g++ +BYy) 
=D(ABC). 
引 理 2 设 B,C 是 入 ABC 边 4B,AC 上 的 点 (图 9.10), 则 
六 4BIO 的 角 专 不 会 超过 入 4BO 的 前 亏 . 
事实 上 , 由 定理 II， 三 角形 的 角 亏 是 大 于 或 等 于 和 零 的 , 于 是 由 
51 理 1 得 
DLABOY= D(ABO) + DBOC)Y) 
=DABCN) + DBOB) + DCBOO), 


所 二 DIABICDED ABO)., 
A B my c 
人 1 
1 
A” 
[9 
及 
图 9.10 长 9.11 


引 理 3 设 在 西 个 直 前 三 角形 4BC 和 出 有 OO 中 , 直角 这 AC 
和 BO 分 别 大 于 直 识 迪 4'0 和 B'CO', 并 设 入 ABO 的 内 角 和 为 两 直 
角 ， 到 六 4 BC 的 内 角 和 也 等 于 两 直 骨 ， 
移动 入 BV 使 C0' 重合 于 CO 有 A4',B' 分 别 落 在 A0，BC 上 
4 ,B" 处 (图 9.11)， 由 引 更 2， 
D(ABO)SD(A"B'OC) = DABP'O'), 


re er 
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由 假设 DC4BO}) 二 0, 又 由 定理 I, DP(4'B'O') 室 0， 可见 
DA'B'OY=0 WM SCA'B'OY SSA. 
引 理 。” 设 有 一 个 直 衣 三 角形 内 角 和 为 二 直角 ， 则 每 个 直 削 
三 角形 的 内 前 和 都 是 二 直 前 . 
我 们 来 讨论 两 个 直角 三 角形 4BC 和 4'8'C' ,已 知 A4BC 的 
内 角 和 为 二 直角 , 要 证 人 4'B'O' 内 角 和 也 是 二 直角 和 如果 前 者 酚 
条 直角 边 分 别 大 于 后 者 的 直角 边 , 则 结论 由 引 理 3 立刻 得 到 , 如 果 
和信 4BC 至 少 有 一 条 直角 边 短 十 入 4'B'C' 的 直角 边 , 则 为 了 证 明 引 
理 4 ,我 们 可 作出 一 个 新 的 直角 三 角形 使 其 内 角 和 象 A4BC 一 样 
等 于 两 直角 , 而 它 的 家 角 边 有 充分 大 的 长 度 ， 这 只 要 在 和 480 旁 
加 添 一 个 全 多 的 入 B4C"( 图 9. 12)， 使 斜 边 重 台 而 所 得 的 四 边 形 
对 边 相 等 ， 因 入 4BC 和 从 4BC" 的 内 角 和 都 等 于 两 直角 ， 显 见 
四 边 形 4CBC" 的 内 角 都 是 直角 .于 是 移动 40BC"” 就 可 用 框 等 
的 和 形 铺 请 平面 . 


9. 12 


容易 知道 图 上 用 粗 线 表 示 的 是 矩形 ， 用 对 角 线 分 它 成 两 个 会 
等 的 直角 三 角形 ， 它 们 的 内 角 和 都 等 于 两 直角 ， 这样 的 直角 三 角 
形 的 直角 边 , 显然 可 以 做 到 有 适当 的 长 度 ®®. 


愤然 可 以 作出 一 个 直角 三 角形 , 其 内 角 和 为 二 直角 , 而 其 直角 


中 此 地 实际 也 已 用 到 阿 基 米 的 公理 和 空间 的 无 限 性 ， 


-1 
边 都 大 于 人 4'8'C’ 的 直角 边 , 应 用 引 理 3 ， 可 知 随意 取 的 直角 三 
角形 48C 的 内 和 和 等 于 商 直 角 ， 

我 们 已 可 证 明定 理 II 了 : 只 要 有 一 个 三 角形 它 的 内 角 和 等 
于 两 直角 , 则 鲜 个 三 角形 的 内 角 和 部 是 二 直角 . 

设 有 入 ABC 和 入 AB'C' ,已 知 (ABC)= A, 求证 CA'B'CO) 
一 邢 ， 

作出 两 个 三 角形 所 有 的 高 ， 其 中 至 少 各 有 一 个 顶点 的 高 它 的 
重 足 落 在 对 边 皮 而 泵 在 边 的 延长 线 上 ， 分 别 取 通 当 的 记号 ， 无 切 
设 这 样 的 质点 在 人 4BC 是 4 ,而 在 A4'BCO 是 4 图 9.13). 

可 


图 9.13 
记 所 说 的 高 为 4P 和 4‘P'， 按 引 理 2， 
D(ABPYED(ABO); 
由 假设 , DCA4BOY :=0; 而 由 定理 1 D(A4BP) 这 0; 所 以 得 D(ABP) 
=Q,A SABP)=A, 
既 有 了 一 个 直角 入 ABP 其 内 角 和 为 , 按 引 理 4 有 
SCA'BP') = a, SAP'O)= x, 

相 加 得 SCA'B'O')= A. 

确立 了 定理 I-I11, 人 们 自然 报 方 设法 证 明 这 样 一 个 命题 ， 有 
一 个 三 角形 奇 在 ， 它 的 内 角 和 等 于 二 直 骨 ， 因 为 如 果 这 样 一 个 三 
角形 找到 了 , 按 定理 II1, 每 个 三 角形 的 内 角 和 部 等 于 二 直 半 ,理应 
用 定 埋 工 就 证 出 公设 了 了 ， 


TT ET TT TE 本 = 一 一 可 人 一 be ET 
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下 面 基 这 命题 的 一 个 错误 的 证 盟 , 请 注意 错 在 何 处 . 

设 有 任 一 锐角 0 (图 9,14)， 囊 其 一 边 上 一 点 了 B 向 另 一 边 作 
垂 线 BA4， 和 由 定 理 讶 ，A0G48 的 内 和 角 和 不 会 超过 二 直角 ， 有 即 
DOAB) 守 0， 我 们 民 证 明 的 是 DOA4B) 二 0, 


i 


图 9.14 


假如 相反 地 D(O4B)=*>>0, 在 边 C4 上 取 点 4; 使 有 A4,= 
04, 联 54;， 并 在 4 作 直 线 04 的 重 线 ， 此 重 线 与 直线 08 的 交 
点 用 户 表示 ， 由 引 理 1， 
DIOAB) = DIOABY D(CBAA) + DBAB,). 节 
入 04B 跟 入 414B 合同 ,因此 D(B441) =D(048) 一 ,而 
DOAB) 2e, 
再 在 已 知 角 的 边 O4 上 取 点 4: 使 414:=041， 在 由 引 O4 
的 垂 线 , 用 Bs 表示 它 与 直线 08 的 交点 ， 仿 上 得 
DOAB) 4e. 
继续 如 此 , 我 们 作出 入 O48; 满足 
DiOA,.B,) 2"e., 
到 充分 大 的 使 276 法 x， 就 得 出 DCO0A,B,)>w， 但 三 角形 的 角 
亏 不 可 能 大 于 rr。 所 以 反 证 了 DP(048)=0，S(04B) 一 z+ 由 上 
所 说 ,公设 了 也 就 证 明了 . 
这 垩 议论 的 弱点 在 于 ; 没有 证 明 点 B; 的 存在 而 利用 了 亡 们 | 
要 证 明 这 些 B; 存在 , 不 利用 公设 了 是 不 行 的 ， 


wd 
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9,3 第 五 公设 的 等 价 命 题 
下 诉 我 们 罗列 一 些 命 融 ， 其 中 每 一 个 部 跟 公 设 Y 等 价 . 有 - 
些 是 容易 证 明 的 ， 有 的 让 过 了 。 鞭 中 不 少 的 命题 就 是 历代 数学 家 
在 试 证 第 五 公设 时 不 知 不 觉 31 进 来 的 ,他们 以 为 证 明成 功 了 ,实质 
上 只 不 过 时 了 另 一 个 命题 替代 了 第 五 公设 . 
1， 遵 过 直线 外 一 点 只 能 引 唯一 直线 和 它 平 行 (Playfair， 


2. 两 条 平行 线 被 第 三 线 所 截 , 同位 角 相等 

3， 在 已 知 直线 辣 侧 与 它 有 同样 距离 的 点 组 成 - 直线， 
4 从 两 平行 线 中 一 条 二 的 点 到 另 一 线 的 距离 都 相等 . 
5， 三 角形 的 内 角 和 等 于 两 直角 . 
6 
了 
8 


， 和 相信 三 角形 存在 (Wallis). 
， 一 直线 的 疏 线 和 和 儿 线 总 相交 (Legendre). 
， 平面 上 在 在 一 个 内 角 和 为 24 的 三 角形 (Saccheri-Legen- 
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十 九 世 纪 后 期 , 罗 巴 切 夫 斯 基 和 波 甘 埃 的 著作 , 以 及 高 斯 给 朋 
友 谈 论 新 几 合 的 信件 ， 被 入 们 公认 了 , 几何 基础 得 到 巨大 的 发 展 . 
大 们 的 认识 提高 了 , 空间 模式 不 止 由 欧 氏 几何 刻 划 和 的 一 种 , 欧 几 里 
得 叙述 初等 几何 的 方式 有 待 些 新， 近代 公理 法 应 运 而 生 ， 许多 第 
一 流 的 数学 家 ， 如 柳 受 、 周 尔 特 垃 密 、 戴 德 金 , 克 来 因 、S. 李 (So- 
nhus Lie, 1842 一 1899)., 帕 须 , 江 加 宝 (Poincar’eé,1854-1912) 等 和解 
抉 了 初等 几何 基 筑 中 聚 难 的 问题 ， 集 大 成 的 是 1899 年 项 尔 伯 畦 的 
< 几何 基 狠 >， 在 这 本 地 里 ， 和 项 杀人 特 不 人 芍 给 欧 几 里 得 几 人 提供 了 
完善 的 公理 体系 ， 还 给 出 证 明 一 个 公理 对 别 的 公理 的 独立 性 以 及 


a 
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一 个 公 迎 体系 确实 为 完备 的 普遍 原则 ， 

会 理化 就 是 负 象 化 .几何 空间 是 叫做 几何 元 素 的 “对 象 ?或 
“ 牺 "的 集合 , 它们 相互 间 的 美 系 谐 足 一 定 的 公理 要 求 . 这样 , 所谓 
欧 几 里 得 空间 可 以 看 作 满足 欧 几 里 得 几何 公理 要 求 的 元 素 的 集 
合 ， 所 谓 罗 蔬 奶 夫 斯 基 室 间 可 以 看 作 满 吓 罗 巴 雪 才 斯 基 岂 何 公 至 
要 求 的 元 素 的 集合 . 

只 有 从 几何 时 将 所 有 与 感性 的 感觉 有 关 的 那些 去 挤 ， 只 保留 
它 的 逻辑 肯 架 , 才能 用 不 同 的 具体 材料 把 它 充 实 起 来 因此 , 在 几 
何 的 抽 乡 还 辑 结构 下 , 不 但 不 会 形 失 现实 的 基地 , 及 而 会 扩大 几何 
命题 的 范围 ,抽象 不 是 凭空 想象 , 而 是 广泛 实践 经 验 的 总 结 , 因此 
抽象 的 结果 能 指导 更 多 的 实践 

以 下 我 们 要 考 罕 称 为 几何 元 素 的 三 组 对 象 ， 即 点 、 直 线 和 平 
面 ， 我 们 以 大 写 . 小 写 拉 丁字 母 和 和 希腊 字母 分 别 开 示 点 ,直线 和 平 
面 ， 为 了 简化 叙述 , 当 我 们 说 两 点 .三 直线 .四 平面 时 , 指 的 是 五 异 
的 点 、 直 线 ,平面 ， 这 里 的 叙述 按 希 氏 几 何 基 础 第 七 版 (1930) 得 
有 了 两 点 改动 ,一 是 将 它 的 第 四 组 平行 公理 与 第 五 组 连续 公理 对 调 ， 
使 前 四 组 公理 成 为 绝对 几何 公理 ; 另 一 是 将 连续 公理 的 第 二 个 公 
理 完 备 公理 换 为 容易 理解 些 的 康 托 公理 . 

下 面 是 希 尔 伯 特 的 五 组 二 十 条 公理 中, 

第 一 组 ”接合 公理 

I 通过 任意 给 定 的 两 点 有 一 直线 ， 

I。 通过 任意 给 定 的 两 点 至 多 有 一 直线 . 

I。 每 一 直线 上 至 少 有 两 点 ; 至 沙 有 三 点 不 同 在 一 直线 上 ， 

L， 道 过 任 深 给 定 的 不 共 线 三 点 有 一 平面 ; 每 一 平 而 上 有 至少 
有 一 点 . 

I。 至 多 有 -平面 通过 任意 给 定 的 不 共 线 三 点 . 

I。 营 直 线 a 的 两 点 4,B 在 平面 上 ， 则 a 上 所 有 点 都 在 & 


[f=] 
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上 ， 这 时 宝 线 e 称 为 在 正面 % 上 ;或 平 而 通过 或 合 有 #5， 

1 车 两 下面 有 一 公共 点 ; 则 至 少 还 有 一 公共 点 ， 

下 ”至 少 在 四 点 不 同 在 一 平面 上 ， 

第 二 组 ”顺序 公理 

II 基点 吾 介 于 两 点 4, 己 之 间 ， 则 4, B,C 是 一 直线 上 的 互 
异 点 ; 且 B88 也 介 于 C0,4 之 问 . 

Ha。 对 于 任意 下 点 4. 8, 直线 4B 上 至 少 有 一 点 C 存在 ,使 8B 
介 于 4,C 之 间 ， 

IIs 在 共 线 三 点 中 , 一 点 介 于 其 它 两 点 问 的 情况 不 多 于 一 次 . 

I 工交 须 公理 ) 设 4， 五 , C 是 不 共 线 的 三 点 , 4 是 平面 ABC 
上 不 通过 ,8B, 如 中 任 一 点 的 一 直线 ， 则 车 a 有 一 点 介 下 4, 如 之 
间 , 闭 末 性 局 还 有 一 点 介 于 4,C 之 间或 介 于 B,C 之 间 . 

第 三 组 ”合同 公理 

HI 设 4,B 为 一 直线 4 上 两 点 ,4' 为 同一 或 男 一 直线 9 上 
的 点 ， 则 在 @ 上 点 4 的 缠 定 - 侧 有 有 一 且 员 一 点 B 使 线段 48 合 
同 于 或 等 于 线段 4 五 : 48 .:A'B'， 并 且 对 于 每 一 线段 , 要 求 AB 
=BA. 

II 设 线段 48 = 二 48B,4”8" 二 4B, 则 也 有 4'B' =4'"8". 

LIU 设 48 和 BC 是 直线 a 上 没有 公共 内 点 的 两 线段 ， 而 
48' 和 BC 足 同 一 或 另 - 直线 a 上 的 现 线 段 ， 也 没有 公共 内 点 ， 
如 果 这 时 有 4B =A4B', BO==B'C', 则 也 有 AC=A'O'. 

I 在 平面 & 上 给 定 一 (2 下 ,在 同一 或 另 一 平面 % 上 给 定 
直线 w， 而 且 在 平面 % 上 指定 了 基于 直线 上 的 一 侧 ， 设 六 是 直 
线 & 上 以 一 点 号 为 原点 的 射线 ， 那 未 在 平面 c" 上 直线 的 指定 
- - 便 , 有 一 条 县 只 有 一 -条 以 避 为 原点 的 射线 下 使 二 (人 二 一 (， 
有 从 个 第 郁 要 求 与 旧 身 合同 , 即 一 (让 本 (有 有 以 妥 尼 (下 站 ) 

二 


164 第 岂 音 ”几何 其 布 简介 
态 是 说 : 每 个 第 可 以 唯 - 邮 放 在 给 定 平 面 上 给 定 射 绕 的 给 定 
一 侧 . 
II 设 有 #4,B,C 赴 不 其 弘 三 点 ， 而 济 ,， B,C0 也 是 不 基线 二 
点 ; 如 果 这 时 有 
AB:- AB, AC AO, LBAC—= /BA'U', 


那 术 也 就 存 
ABO-: ABO, LACB= LA 0'B'. 
第 四 组 ”连续 公理 
IY，【 阿 亲 米 德 公 埋 ) 设 48 和 CD 是 任 二 线段 ， 那 未 在 直线 
4B 上 存在 着 有 限 个 点 4 4z,…, 4。， 排 成 这 样 : 4! 介 王 4 和 4s 
之 间 , 4; 介 于 和 4s 之 间 ， 以 下 类 推 ， 并 且 线 段 441, A144, …， 
4 -4 都 合同 于 线段 0D, 而 且 B 介 于 4 和 A 之 间 ( 图 9 151). 


A 
人 条 -1 
图 9-15i 


IV。《 康 工 公理 》 设 在 一 直线 上 上 有 由 钱 段 组 成 的 一 个 无 
穷 序列 4 45a ,其 中 在 后 的 每 一 线段 部 锌 包含 在 前 一 个 内 
部 , 并且 任意 给 定 一 线 度 , 总 有 -是个 # 使 线段 A445B, 比 它 小 部 
术 在 直线 5 圭 存 在 -点 苹 浅 在 每 个 线段 41B1, <xBz，… 的 内 部 (图 
9. 152), 


大 
机 A 测 A Hr Bi 已 1 
全 9.15; 


第 五 组 ”平行 公理 
通过 直线 外 一 点 至 多 可 引 -直线 平行 于 该 直线 . 
需 娄 声明 一 下 , 这 公理 表 中 有 此 语 匆 的 辣 义 (全 如 线段 、 线 段 
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的 内 点 .一直 比 在 其 上 茶点 的 指定 一 俩 , 移 等 )， 我 们 设 一 一 给 出 ， 
它们 巧 可 以 用 * 介 于 ”的 概念 说 清楚 的 . 


9. 4.1 接合 公理 的 推论 举例 

定理 1 两 直线 至 多 有 一 公共 点 ; 两 平面 或 渚 没有 住人 灯 公 闪 
点 ， 莹 者 有 一 公共 直 妈 而 它们 所 有 的 公共 点 都 在 让 直线 上 3; 平面 和 
不 在 它 上 面 的 直线 至 多 有 一 公共 点 ， 

第 一 个 断 语 从 公理 T; 得 出 ， 第 三 断 语 从 公理 Is 得 出 . 

我 们 证 第 二 断 语 ， 设 两 平面 % 及 有 公 闪 点 4， 由 公理 17, 它 
们 还 有 一 公共 点 互 “出 公理 0 点 机 下 决定 一 直线 4， 由 公理 I。 
直线 上 每 -点 都 昨 wx, 有 的 公共 点 ， 此 外 , a 跟 8 不 能 再 有 不 在 
4 上 的 一 个 公共 点 C， 否 则 wx 跟 有 习 公 理 将 重合 子平 面 4BC 
了 ， 证 完 . 

定理 和 通过 直线 写 和 不 在 8 上 的 一 点 ， 起 者 通 过 有 公共 点 
的 两 直线 ,有 叭 一 平面 . 

请 读者 自 证 

定理 3 等 一 平面 上 至 少 有 二 点 . 

证 明 设 给 定 平 面 a， 出 公 到 14, a 上 有 一 点 4， 按 Is, 存在 
不 在 «上 的 一 点 B， 按 1， 有 不 在 4B 线 上 的 - -点 CQ， 平面 ABC 
和 wx 有 了 公共 点 4， 由 1; 它们 还 有 一 公共 点 D， 这样, a 上 有 了 
两 点 4 各 D， 

按 公理 I 存在 不 在 平 商 4BD 上 的 点 再 由 4 有 平面 4B 邵 
并 日 它 与 平面 4BD 不 同 ， 又 按 IT 平面 48 四 和 a 有 一 公共 点 下. 
D 和 了 都 异 于 4 义 在 两 个 下 异 的 平面 上 , 所 以 也 不 同 于 D， 轩 此 
ac 上 有 了 三 个 虑 省 已 F。 事实 上 ,这 三 个 点 还 不 基线 ， 否 则 鱼 就 
在 平面 4BD 上 了 ， 
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9.4.2 接合 人 至 和 顺序 公理 的 推论 举 傅 

定理 1 对 于 性 意 两 点 丸和 个 ， 在 直线 AC 工 至 少 有 一 点 卫 介 
于 4, 人 之 问 ， 

证 明 ” 按 公 理 Js， 在 直线 4C 外 存在 -~ 点 吾 ， 按 公理 IIs， 在 
直线 4 上 有 有 一 点 信鸽 五 为 线段 4 的 点 . 从 问 一 公理 在 直线 FC 
上 有 一 点 人 使 习 介 于 了 ,8 之 间 ， 由 Hs， 8 不 介 于 ,CC 之 间 ， 于 
是 由 帆 绒 公理 II， 直 线 BG 应 与 线段 4C 相 姿 ， 或 与 线段 FC 相 
交 ， 但 已 证 8 不 在 了 ,C 之 间 ， 故 知 直线 EG 必 与 线段 4C 相交 于 
一 点 也, 亦 即 可 介 寺 4, 0 之 间 ，( 图 对 .16 上 只 超 参考 作用 ) 


图 .18 图 9.17 


定理 2 在 共 线 二 点 中 , 必 有 一 点 介 于 嚼 两 训 之 问 。 

证 明 设 4, B,C 为 共 线 的 任意 三 点 , 且 44 不 介 于 B, 0 之 间 ， 
CC 也 不 介 于 4， 吾 之 间 ， 证 我 们 来 证 明 吾 必 介 于 4 0 之 间 (图 
9. 177 

从 公理 Is, 有 不 在 直线 4C 上 的 一 点 PD， 联 BD, 按 Ta， 直 线 
BD 上 必 有 一 点 侣 使 DD 介 于 B,G 之 间 . 应 用 幅 须 公 末 1 于 入 BCG 
和 直线 4D, 可 若 直 线 AD 和 CG 相交 于 C,G 之 问 的 -点 吾 同 更 
应 用 和 5 于 Ad4BG 和 直线 CP, 册 直线 CD 和 AG 相交 于 4 各 之 间 
的 一 点 对， 如 果 应 用 帕 须 公 埋 于 入 ABG 和 直线 CF， 推 得 了 了 介 于 
4, 召 之 间 ， 最 后 ， 应 用 LI。 于 入 48C 和 直线 BG， 得 8 介 干 A,C 
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之 问 ， 证 完 ， 

联合 公 埋 I 与 定理 1， 并 联 台 公理 Ils 与 定理 3， 得 下 两 定 
理 : 

定理 3 对 于 任意 二 点 4，C， 必 存在 线段 40 的 内 点 ( 介 于 
有 4, 宫 间 ) 和 外 点 (不 介 于 4,0 间 ). 

定理 4 在 共 线 三 上 中 ,有 一 点 也 仅 朋 一 点 介 于 嚼 两 点 之 间 . 

现在 可 以 给 出 帆 须 公理 的 一 个 重要 的 补充 ; 

定理 5 设 一 直线 与 和 仿 A4BO 的 两 过 相交 四, 那 未 它 就 不 再 
和 第 三 这 相交 . 

证 明 假设 相反 地 直线 4 跟 三 边 BC, C04, 4B 的 交点 DD, 5, 下 
部 居 边 的 内 点 , 即 它们 的 介 于 关系 是 BDC, CBA4, 4AFB， 按 定理 4， 
共 线 三 点 D, 8， 政 中 只 有 一 点 介 于 另 两 点 间 ， 我 们 具体 设 吕 介 于 
E,F 间 , BT EDF( 图 9. 18). 

应 用 帆 须 公理 IT 于 入 4E8F 和 直线 BC， 因 这 青 线 已 通过 BF 
边 的 内 虚 D, 它 或 者 通过 边 AB 的 内 点 ( 窒 味 着 吕 在 4, 之 间 ) 或 
者 通过 边 4F 的 内 点 {意味 着 8B 在 4,， 下 之 间 }、， 而 顺序 关系 ACB 
与 假设 CEA4 矛盾 ,顺序 关系 4B8 与 假设 4F8 了 巴 盾 ， 定理 5 得 到 
反 证 . 


图 9.18 图 9.19 


心 即 &a 洗 两 茶 也 网 肉 点， 
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定理 6 证 点 召 在 线段 4O 上 ,上 且 点 如 评 线 目 BD 上， 则 如 和 
0 都 在 线段 AD 上 ， 

证 明 ”我们 只 证 点 CC 在 线段 AD 上 ,8B 站 4D 上 的 证 明 仿 此 . 

，”. 据 公 理 1s， 取 不 在 直线 4 上 的 一 点 (图 9.19). 据 Ils, 在 - 
直线 CE 上 上 有 一 点 下 满足 顺序 甘 系 CEF, 

应 用 帕 顷 公理 IL 于 入 4BC 和 直线 FB, 由 于 是 线段 4C 的 
内 点 , 直线 FB 或 者 与 线段 4 号 相交 ,或 者 与 线段 CB 相交 ,但 已 知 
五 不 在 C 轨 之 间 ， 所 以 直线 FB 交 线 段 4 于 一 点 G4， 即 有 脐 序 
AGE. 

应 用 1 于 A 和 AFBC 和 直线 4 环 , 同 理 得 顺序 BGF, 

应 用 I 于 和 GBD 和 直线 QF， 推 得 直线 CF 与 线段 BG 相交 
于 一 点 五, 得 顺序 DHG. 

最 后 应 用 JI 于 入 G4D 和 直线 OCH， 由 于 五 是 线段 DG 的 内 
点 , 而 如 是 48 的 外 点 , 所 以 避 是 线 妥 4D 的 内 点 .证 完 . 

象 这 祥 的 证 明 还 多 得 很 ， 发 展 下 去 ， 一 条 线段 就 有 无 穷 多 个 
外 点 和 内 点 ;一 条 直线 上 的 点 被 其 上 一 点 分 为 两 类 , 点 口 介 于 异 
类 两 点 之 间 , 0 不 介 于 同类 两 点 之 闻 ; 两 类 点 各 斧 成 一 条 射线 或 半 
直线 ; 直线 上 的 点 可 以 排 成 先后 顺序 , 

进一步 ,平面 上 的 点 被 其 上 一 直线 8 分 为 本 类 ,异类 两 点 的 联 
线段 售 se 上 一 点 , 同类 两 点 的 联 线段 则 不 含 s 上 上 的 点 ; 两 类 点 各 构 
成 一 个 半 平 而 , 

原先 欧 儿 里 得 处 婵 问题 中 异 助手 直观 的 地 方 ， 现 在 用 周详 挑 
选 的 公理 得 到 逐 辑 的 安排 ， 欧 开 里 考 被 说 成 是 给 出 了 由 罗 形 站 观 
地 猜测 到 的 命题 以 精确 的 证 明 ， 其 实 只 是 提供 了 和 精确 画 出 的 图 的 
直观 证 明 ， 当 然 还 辑 直 了 作用 真正 揭 精 确证 明 是 由 近 和 公 型 让 
提供 的 .限于 籍 幅 和 学 时 , 我 们 只 能 点 缀 一 下 . 

我 们 开始 证 明 时 没 丰 画 图 .图 形 不 基 证 咀 的 必要 部 分 ， 但 是 
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活生生 鸡 略 形 直观 则 是 抽象 涵 辑 上 四维 得 到 启发 的 有 力 工具 . 


9.4.3 关于 合同 公理 和 连续 公理 

和 型 在 读 轮 到 引进 合 问 翁 理 语 命题 的 证 肥 , 这 一 部 分 想 略 去 了 . 
但 有 一 点 要 恋 一 谈 , 即 关 于 运动 板 念 的 问题 . 

欧 几 电 得 拒 运 动 ( 括 动 , 位 移 ) 看 作 是 吾 觉 上 显然 的 概念 ,而 不 
是 以 一 些 公理 为 基础 的 ， 他 把 蛋 侣 或 登 合 的 图 形 ( 说 得 准确 一 些 . 
能 点 空间 间 一 位 置 的 图 形 或 共 对 称 形 》 看 作 是 售 同 或 相等 的 ， 办 
扯 在 欧 几 里 得 体系 下 , 运动 是 基础 概念 { 昌 然 筷 少 基础 ), 而 合同 由 
在 派生 的 ， 和 希 尔 伯 特 将 合 局 作为 基本 概念 引进 ， 然 后 运动 就 可 以 
作为 导 江 的 概念 米 定义 ， 我 们 说明 这 个 定义 ， 

设 有 两 个 点 的 集合 三 各 之 《有 限 的 或 无 穷 的 )，、 仆 设 在 它们 的 
点 之 问 建 立 了 一 一 对 应 . 集合 的 每 一 对 点 了 得 入 决定 线段 好 六 
设 z 中 的 对 应 点 为 六 "和 六， 我 们 约定 把 线段 形 和 称 为 型 丈 
的 对 应 线段 .倘若 对 应 线段 总 是 互相 合同 的 ， 则 称 集合 呈 和 宫 ' 是 
合同 的 ， 这 时 也 就 说 , 集合 卫 和 了 2” 的 一 个 是 从 另 一 个 通过 运动 得 
来 的 ,或 说 它们 可 以 豆 丰 配售. 和 集合 之 和 之 ' 的 对 应 点 称 为 在 运动 
下 重合 的 点 ， 

三 谈 谈 连续 公理 . 阿 基 米 德 公理 和 康 托 公理 也 是 数学 分 析 前 
基础 .引进 了 连续 合理， 线段 前 测 最 有 了 定义 。 每 一 个 线段 跟 -- 
个 实数 对 应 , 称 为 这 线段 的 度量 数 或 长 度 ， 长 度 , 面积， 体积 这 些 
概念 是 数学 中 很 深 昌 难于 理解 的 概念 ， 欧 氏 几 何 中 线段 的 大 小 和 
线段 的 长 度 切 商 个 不 同 的 概念 .两 线段 比较 大 小 是 由 顺 岸 公理 即 
介 于 关系 确定 的 ， 而 线段 的 长 庶 是 离 不 天 连 续 公理 的 ， 平 常 说 话 
大 小 与 长 短 不 分 , 这 是 直觉 概念 , 不 是 数学 概念 . 

在 公理 TIY 的 基础 上 引进 了 关于 直线 ,平面 和 空间 的 坐标 奈 
则 这 个 事实 非常 重要 ， 我 们 可 以 把 分 析 学 的 重要 命题 用 到 几 杂 
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学 来 . 

象 下 面 是 个 所 谓 圆 玩命 题 ; 

1” 设 一 直线 通过 阅 的 内 部 , 则 与 此 国 相交 于 两 点 ; 

2” 设 一 网通 过 另 ~ 贰 的 内 部 点 和 外 部 点 ,由 此 两 圈 相 安 于 两 
欧 几 里 得 役 有 写 出 过 .对 于 那个 时 代 所 要 求 的 证 明 的 严密 酸度 说 
来 , 不 会 考虑 到 有 写 出 直觉 上 如 此 蚜 最 的 定理 的 必要 , 而 这 些 定理 
的 严格 证 明 也 不 是 那个 时 伐 做 得 出 的 ， 要 证 明 这 些 定理 ， 要 用 到 
连续 公理 ， 直 到 十 九 世 纪 ， 数 学 家 甘于 连续 性 的 概 钨 还 是 殷 模 糊 
的 . 

引进 平行 公理 Y 证 公 理工 三 , 就 能 证 明 ; 

设 两 平行 直线 被 第 三 直线 所 截 , 则 同位 散 相 等 ; 

三 角形 的 内 角 和 等 于 二 直角 ; 

咎 形 存在 , 正方 形 存在 , 相似 形 存在 ; 

各 股 定 建 成立; 等 等 


9.5 几何 公理 体系 的 三 个 基本 向 题 

任何 会 理 体系 , 包括 初等 几何 公理 体系 , 部 有 三 个 基本 问题 : 

1” 无 对 盾 性 问题 {好 和 谐 性 问题 ); 

2” 最 少 个 数 间 题 ( 即 独立 性 问题 ); 

3” 完备 性 问题 . 

第 一 个 问题 妈 求 公理 体系 的 各 个 公理 以 及 经 过 一 由 推 导 得 出 
的 命题 不 能 相互 矛盾， 首先 要 求 公理 之 河 布 相 矛 盾 、 这 显然 是 必 
要 的 条 件 . 

证 明 公 理 体 系 的 和 谐 性 常用 模型 法 ， 公 理 广 是 抽象 的 ， 它 所 
考虑 的 对 象 (几何 元 素 点 , 直线, 平面) 以 及 对 象 之 间 的 关系 或 运算 
(几何 上 讲 的 接合 ,顺序 ,合同 ), 部 是 不 加 定义 的 , 但 要 满足 公理 的 
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要 求 ， 设 给 定 - -组 公 暗 ， 在 某 些 对 象 问 建立 了 确定 性 质 的 相互 英 
系 ，、 从 所 采用 的 公 埋 , 可 雇 对 这 些 对 莹 的 这 些 性 质 作 膛 辑 推理 ,而 
完全 不 必 理 皮 它 们 其 它 一 切 可 能 的 性 质 ， 只 要 公理 中 设 有 提 和 到 . 

所 以 一 个 已 知 公理 体系 的 对 依 可 以 是 任意 种 类 的 束 物 ， 而 且 
在 公理 中 说 到 的 它们 之 间 的 关系 ; 可 以 有 任何 具体 意义 , 只 要 公理 
的 要 求 得 到 满足 . 

给 定 一 望 公 理 , 具体 挑选 一 组 事物 使 这 组 公理 得 到 满足 , 就 说 
给 这 组 公理 做 了 一 个 实现 或 解释 ,实现 这 些 公理 的 对 和 象 的 集合 , 构 
成 这 公理 体系 的 一 个 模型 , 

一 个 公理 床 系 若 能 以 某 种 广 法 用 模型 来 实 更 ， 那 末 这 公理 体 
系 就 是 和谐 的 . 

举 一 个 具体 的 例 。 我 们 给 第 一 组 会 理 1 _s 鞍 一 个 模型 ， 

取 一 个 四 面体 , 约定 将 它 的 顶点 吊 做 “点 "， 楼 叫做 “直线 ”, 面 
叫 向 “平面 "在 这 个 实现 里 ， 构 成 几何 元 素 的 集合 是 四 点 、 六 直 
政 、 四 平面 . 

焉 象 在 任何 实现 里 一 样 ， 此 韩 应 将 接 台 性 具体 叙述 出 来 . 我 
们 约定 , 跟 半 面体 4BC 的 项 点 例如 4 所 代表 的 “点 ” 相 接 合 的 “ 直 
线 "就 是 含 顶点 4 的 楼 , 跟 * 点 ” 4 接合 的 “平面 * 就 是 四 面体 含 顶 点 
开 的 面 ; 跟 直线 "45 接合 的 “ 平 画 "就 是 四 面体 含 楼 48 的 面 ， 

容易 验 明 , 在 这 个 横 型 里 ,公理 [1-s 全 部 福 足 ， 

这 四 面体 模型 的 存储 表明 八条 接合 公理 是 和 谐 的 . 

这 个 模型 的 存在 , 还 给 我 们 带 来 一 个 更 宝贵 的 信息 , 即 从 第 一 
组 接合 公理 不 能 推出 风 何 元 素 的 个 数 是 无 穷 的 ， 因 为 四 面体 模型 
只 有 4 十 6 十 4 二 34 个 元 如 却 已 实现 了 它 . 

禄 等 几何 公理 体系 的 和 谐 性 证 明 是 要 对 的 , 好 有 条 件 的 . 一 般 
的 下 何 基 础 书 上 介绍 平面 几何 公理 耳 _s, JI-Y 的 和 千 性 征明 了 对, 是 
给 出 一 个 租 未 和 詹 实现 .结论 是 : 
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傈 车 实 袁 的 但 玉 是 和 调 的 , 财 公理 [- 是 和 调 的 . 

第 二 个 基本 问题 是 公理 的 独立 性 问题 ， 旭 果 公理 体系 中 有 一 
个 公理 可 从 其 余 公 理 推导 出 来 , 它 就 不 是 独立 的 , 可 以 把 它 从 公理 
表 中 挪 走 ， 减 少 一 个 公理 . 试 让 第 五 公设 的 过 程 就 是 这 样 一 个 过 
程 ， 但 基 为 了 简化 演 绿 过 程 ， 有 了 时 臣 多 列 上 一 条 公理 .例如 近年 
的 中 学 几何 课本 就 把 三 角形 全 等 的 三 条 定理 都 当 作 公理 用 . 

还 须 注 意 , 一 种 几何 可 以 用 不 同 的 公理 体系 作为 基础 , 所 以 去 
掉 多 余 的 公理 (如果 有 的 话 ) 以 后 , 一 般 说 来 , 可 以 得 到 不 同 的 最 少 
个 数 的 体系 .因此 ,最少 个 数 的 公理 体系 决 不 是 唯一 的 . 

一 组 公理 的 独立 性 , 虽 非 必要 的 , 却 是 我 们 所 期 望 的 ， 设 一 组 
公理 含有 如 个 和 谐 的 公理 41, 4,，…, 4， 村 表明 其 中 一 个 4; 对 
于 其 余 公 理 的 独立 性 , 办 法 是 把 它 伦 为 一 个 和 谐 狂 问题 , 妈 证 明 公 
理 组 (有 4; 表 4; 的 反面 ) 

TP 
的 和 谐 性 ， 这 是 因为 如 果 4; 能 从 4 di 4 44 推出 ， 
上 一 行 的 公理 中 就 将 既 含 4; 义 含 4., 就 不 和 谐 了 、 

公理 法 的 第 三 个 基本 问题 是 完备 福 丫 题 . 

定义 1 设 一 个 公理 体系 具有 两 个 樟 型 卫生 ', 如果 在 甩 和 马 
的 对 象 之 间 能 建立 这 样 的 一 一 对 应 ， 使 位 之 中 元 素 间 的 相 豆 关系 
或 命题 ,总 趴 衬 ' 中 相应 元 素 间 的 相互 关系 或 命题 相对 应 ， 则 称 这 两 
模型 是 同 构 的 。 

定义 2 如 果 一 全 公理 体系 的 各 个 模型 是 同 构 的 ， 巡 公理 体 

由 于 希 尔 信 特 构 作 的 公理 体系 性 得 它 有 一 个 笛 卡尔 模型 ， 它 
的 任 两 模型 部 与 备 卡 尔 摸 型 间 和 糙 ， 因 而 相互 同 构 ， 志 以 公理 体系 
工 是 完备 的 . 

儿 林 公开 的 三 个 基本 问题 中 , 各 谐 性 是 必要 的 , 独立 性 和 完备 
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性 不 是 必 要 的 。 正 在 发 展 中 的 数学 分 支 一 股 不 上 共 完 备 性 ， 数 学 中 
一 些 会 型 体系 正 因为 不 具备 完备 性 , 才 有 各 色 各 样 的 模型 , 显示 出 
这 会 理 体 系 的 广泛 必用。 


“9.6 平面 射影 几何 公理 体系 

这 里 ， 我 们 简略 介绍 一 下 平面 射影 几何 的 公理 体系 ， 师 专 教 
学 大 纲 没 有 这 项 内 容 , 时 间 不 鲜 的 话 , 留 作 读 者 参考 . 

跟 9 4 市 一 样 , 当 讲 到 二 点 三 线 时 , 表示 互 异 的 二 点 ， 互 蜡 的 
三 线 ， 

第 一 组 ”接合 公理 

1 通过 两 点 有 一 条 内 仅 有 一 条 直线 ; 

I 山 条 二 线 通 过 一 点 且 仪 一 点 ; 

3 从 在 四 点 , 此 中 无 三 片 共 线 ; 

于 《 代 阔 苔 定 坦 ) 将 人 4BG 与 入 4'B'C' 中 对 应 顶点 的 联 线 
44 ,BCC 共 点 , 则 对 应 边 的 变 点 

P=BOxB'O',Q -CAxOC'Ad', R= ABx 4d'B’' 共 线 , 

平 画 射 影 几何 接合 公理 的 推论 

1” 议 氏 平 面 不 属 丁 六 而 身影 几何 ， 因 为 在 欧 氏 平面 上 , 公理 
1 嚼 请 足 , 调 工 则 不 一 定 渡 足 ， 

2” 将 欧 氏 三 维 突 间 通 过 一 定点 人 口 的 直线 和 平面 分 别 理 解 作 
“后 ”和 "电线"， 而 将 这 样 的 直线 在 这 样 的 平面 上 刑 解 作 此 地 的 点 
线 接合 关系 , 部 末 公 理 1 1 清 咏 ， 即 通过 点 口 的 两 条 直线 决定 一 
且 仪 一 通过 品 的 平 渤 ， 通 过 点 日 的 两 平 下 决定 … 且 仅 - -通过 0 的 
直线 ， 

我 们 说 ， 通 过 口 的 直线 集合 跟 道 过 口 的 平面 集合 构成 -个 满 
是 平面 射影 几何 公 串 ,1 的 模型 . 

”定理 1 平面 上 至 少 有 六 条 直线 
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证 明 由 公理 I,， 存 在 无 三 点 共 弘 的 四 点 41, 42, A, 41,。 按 
公理 i 和 1; 存在 直线 


ti: AsAsB, [#9 As41Ba, 
Ls: AsBs, 证 ArAdaB, 
bs: ad， ts: AaAiBs, 


其 中 B, 二 424sx 4141, 等 等 . 

这 六 条 线 是 互 异 的 ; 从 而 点 BB Bs, Bs 与 41, da ds, 44 涉 同 拆 
且 B; 与 B; 不同， 价 如 说, 车 B=， 则 41, 4s 4s 将 共 线 1 了 了 ; 
车 B 三 BB, 则 4, As, 4 将 共 线 了 . 

4 ”定理 2 每 条 真 线 土 至 少 有 三 点 。 

证 明 首先 , 上面 移 作 的 六 直线 1 1 0 的 每 一 条 上 至 少 
有 三 点 . 

其 次 , 设 二 为 任 一 直线 ， 若 1 不 通过 4， 那 未 它 将 与 通过 4 
的 直线 6, Vs 7 相 笑 于 苦 点 .车 了 丰 通 过 4 它 将 交通 过 4 的 直 
线 1 15 于 三 局 者 了 既 通 过 4 对 通过 ds, 则 有 ls, 它 通 过 
三 点 4 4 Bs。 这些 线 上 至 少 各 有 了 三 点. 

533” 定理 3 每 一 点 至 少 在 三 条 直线 上 . 

证 明 首先 ， 由 定理 1 的 构图 ， 四 点 4 4s, 4s, 4 中 每 一 点 
至 少 在 三 笨 线 上 ， | 

其 次 , 设 P 为 任 一 点 , 若 了 不 在 如 上 ,将 它 与 i 上 已 知 其 存在 
的 三 点 相 联 , 得 三 直线 PAz, P4s, PB,。 仿 此 车 了 不 在 i: 上 ， 则 通 
过 卫 的 至 少 有 了 机 , Pds, 了 Bs 三 线 ， 若 卫 同 时 在 和 i 下, 则 PP 
三 4;, 一 开始 就 说 过 , 至 少 有 三 直线 通过 它 . 

6” 定 理 4 【公理 了 的 对 偶 定 理 ) 着 信 ABC 与 入 图 B'U' 中 
对 应 这 的 交点 

五 一 再 三 关于 和， QO=OAxCA, R=-ABx AB' 

共 线 , 则 对 应 顶点 的 联 线 44',BB', CU 共 点 ，。 
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证 明 以 0O 表 直线 44' 与 CC 的 交 虐 (图 9.20), 联 08 交 直 
线 PC' 二 BB， 要 求证 的 力 是 Bl 了 B，, 

证 明 在 人 4B5C 与 入 A'B.C' 中 ， 对 应 顶点 的 联 线 44', BB,， 
CO' 共 点 口 ， 按 公 更 了 应 有 三 点 

BCOx BU =P, 0AxOA 0, ABxAB,=R, 
基线 ， 担 由 假设 , 下 列 三 点 共 线 : 
BOxB'O'=P,CAxO'A'=0, ABx A'B'=B. 

可 腹 两 点 总 , 召 荆 在 PQ 线 上 ， 又 在 4B 线 上 ， 所 以 及 二, 从 而 
直线 4'B, 三 4'B”. 

所 以 4B 4'B' 限 直线 PC 的 交点 B 与 B' 重合 、 证 完 . 

过 去 我 们 说 过 , 代 沙 格 构 形 的 代号 是 导 呈 4 上)， 图 上 内 仿 19 点 
10 直线 .这 构 形 表明 : 只 含 10 点 10 直线 的 平面 图 形 已 庙 是 了 
全 部 平面 射影 几 何 接 仿 公理 了 一 可见 席 是 公理 了 开 一 二 的 几何 
元 素 的 集 含 可 能 是 有 限 的 ， 这样 的 有 限 集合 对 于 射影 平面 是 不 够 
用 的 ， 因 此 币 要 增加 须 序 公理 . 

葡 氏 玫 何 的 响 序 公理 质 用 的 基本 颖 念 臣 “ 介 于 ”或 “在 … 之 
闻 .? 可 是 我 们 知道 , 射影 直线 是 闭合 的 ， 如 象 一 个 风 , 其 上 任意 一 
点 总 是 介 于 其 它 二 点 之 向 的 ， 因 此 射影 直线 上 的 顺序 公理 不 得 小 
换 -- 个 新 的 基本 概念 ， 大 们 岂 “分 陋 ” 这 个 名 词 ( 林 题 3. 工 1， 种 


a 
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影 直 线 上 一 对 点 4, 8 如 果 被 男 一 对 点 CD 分隔， 就 写作 4, 如 二 
0,D, 如 果 不 该 分 隔 就 写作 4, B20,D. 

第 二 组 ”顺序 公理 

I 埠 4, 8 二 CD, 则 4 吾 .C 呈 直线 而 玉民 . 

1。 若 三 点 4, B,C 共 线 如 则 入 上 必 有 一 点 回合 有 4，B 二 
C, D. 

II， 著 4, BO,D; 则 B, 4 二 0D 有 LOC,D 二 4，B( 即 两 对 点 
的 分 隔 是 相互 的 , 地 位 是 均等 的 , 每 一 对 的 责 个 点 的 地 位 也 是 均等 
的 ). 

II 车 4, B,CQ，D 为 共 线 击 互 异 的 四 点 , 则 有 唯一 方法 将 它 
们 分 成 互相 分 陋 的 西 对 ， 


II。 着 4,8,C,D, 百 为 & 上 五 点 ， 且 近 出 4 B-- 


站 吾 

11 设 4 妃 .0,D, 吾 共 线 ,者 1 则 小 BD 

I 中 心 射影 将 分 饥 的 两 对 点 变 为 分 隔 的 两 对 点 ， 将 不 分 陋 
的 两 对 点 变 为 不 分 隔 的 两 对 点 ， 

通过 中 心 射 影 和 截 影 ， 点 询 和 线束 可 以 互相 转换， 通过 公理 
JI 可 以 在 线束 的 防 对 直线 闯 建立 分 隔 或 不 分 隔 的 概念 , 关于 它们 
有 类 似 I 一 1 的 公理 .我 们 把 点 假 的 分 也 看 作 基 本 概念 来 承认 ， 
而 把 线 偶 的 分 隔 看 作 由 前 省 派生 的 . 

这 里 叙述 的 是 序 公理 , 并 不 建筑 在 公理 个 数 景 小 的 基础 上 , 而 
是 建筑 在 使 用 比较 方 全 的 观点 上 .， 

上 情 公 理 11 立刻 得 出 : 


A,OLBD 
5 5 B20,D， 则 , 
定理 5 着 : ig, DB 
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从 硕 序 公理 ( 象 初 汶 几 和 何 公 型 活 “ 样 ) 经 过 艰 苗 的 推导 ， 可 得 
出 一 -系列 的 命题 , 以 建立 直线 上 点 的 先后 蜂 序 ， 并 且 , 在 初等 几 创 
里 是 须 公 理 古 当 作 切 本 梳 念 承认 的 ， 而 在 射影 几何 里 亏本 当 作 害 
理 证 明 出 来 (参考 恋 光 明 译 , 时 非 葛 夫 若 < 疝 等 几何 学 > 下山 $ 89). 

到 一 个 直观 上 很 明显 , 理论 上 可 以 证 明 的 事实 , 我 们 提 一 下 : 

在 欧 开 直线 上 , 两 点 4 下 决定 一 个 线段 ， 介 于 让 两 点 问 的 虑 
构成 线 谋 48 的 内 部 ， 在 射影 直线 上 ， 两 点 4， 互 决定 两 个 线段 
《如 问 贺 同上 两 点 定 出 一 个 优 珀 和 一 个 步 引 )?， 在 同一 线段 上 件 到 
两 点 所 组 成 航 点 伍 必 不 分 陪 4, 下， 在 不 同 线段 上 任 取 两 点 所 组 成 
的 点 捅 必 分 隔 4, B. 

第 三 组 ”连续 公理 

从 接合 公理 和 顺序 公理 推出 直线 上 有 无 穷 多 个 点 ， 它 们 构 战 
的 集合 跟 右 理 数 集合 成 一 一 对 应 ， 由 这 些 眠 不 能 爸 成 过 续 直 线 . 
为 此 , 引进 连续 公理 ; 

设 直 线 上 两 点 4，B 将 直线 分 为 两 个 线段 ， 我 们 取 定 其 中 … 
个 ， 将 这 一 线段 上 的 所 有 点 分 作 两 类 ，4 属 第 一 类 , BB 属 第 二 类 . 
以 下 表 第 一 类 中 4 沁 外 的 任 一 点 ， 以 了 和 形 第 二 类 中 至 以 外 的 任 -- 
点 ， 若 对 于 任意 一 对 碟子 与 了 总 有 

4,Y ~ ,BB, 
则 所 到 线段 上 党 有 一 点 Cl 或 属 第 -* 类 ， 或 属 第 二 类 ) 存 在 ， 使 得 
对 于 它 以 外 的 任 一 对 点 互 和 了 ,总 有 


一 -一季 一 类 一 -|- 一 第 一 类 一 
才 人 记 证 


图 5.21] 
对 二 FO, B-:- X,Y, 
直线 上 的 点 集 台 的 过 续 性 ， 通 过 忠心 射影 转变 沪 一 个 北 束 中 


。 了 
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回顾 对 朝 厌 再 

在 2,3 节 最 初 总 结 出 对 袁 原理 时 ， 我 们 颖 攻 的 是 同一 套 代 数 
运算 可 结 以 两 种 观点 的 解释 , 点 儿 全 的 和 线 几 他 的 . 

在 56.5 节 引 进 配 极 对 应 以 后 ， 将 一 个 射影 图 形 对 于 -一 个 二 次 
曲线 作 配 极 党 换 , 对 侦 访 理 得 到 新 的 解释 . 

此 地 介绍 了 平面 射 影 几 何 公理 法 , 接合 公理 及 其 推论 , 表明 公 
理 Ti-f 的 对 情 命 题 全 部 成 立 ， 顺 序 公 理 和 连续 公理 又 部 可 以 转 
称 到 线束 , 因此 起 是 对 偶 的 . 

因此 对 于 建立 在 三 组 公理 基础 上 的 平面 射影 上 几何， 对 侦 原 理 

立 ， 这 是 对 懈 原 理 的 很 本 依据 . 
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两 千 多 年 试 证 欧 儿 里 得 第 无 公设 没有 成 功 ， 在 其 种 意义 上 说 
带 来 相反 的 结果 ， 几 个 优秀 的 数学 家 软 巴 切 夫 斯 基 , 了 被 里 埃 和 
高 斯 三 人 彼此 独立 地 发 展 了 一 种 新 几何， 即 罗 巴 印 夫 斯 基 上 几何， 

欧 氏 几何 与 罗氏 几何 的 公共 部 分 是 绝对 多 和 何 ， 罗 巴 切 夫 斯 整 
几 村 的 公理 表 是 

Li Th, llys, EV.s, Y, 

共 中 站 是 : 

Y' 轴 巴 切 夫 斯 基 平 行 公理 ) 通过 不 在 直线 @ 上 的 点 本， 至 
少 有 两 条 直线 在 和 与 征 的 平面 上 面 与 人 不 相交 . 

由 罗氏 公理 Y 出 发 ， 在 所 考虑 的 平面 上 ,通过 4 应 有 无 数 条 
直线 与 a 不 相交 ， 
事实 七 ， 设 @,、as 是 通过 点 4 跟 a 不 相交 的 两 条 直线 (图 
9.22). 在 直线 aa 上 取 一 点 Bs 使 其 与 直线 a 位 于 家 线 a 的 异 便 . 
联 Bs 与 4 上 的 一 点 B8， 则 直线 4 两 俩 的 点 如 和 Bs 的 联 线段 必 交 
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于 一 成 BJ， 以 于 表示 线段 BB8，。 上 任 一 点 ， 那 末 射 线 iH 与 a 
必 不 相 笑 ， 因 为 兰 它 们 有 一 公共 点 口 , 海 赛 和 好 BC 和 直线 a1， 周 
Bl 介 于 吾 , 形 之 间 , 而 4 不 介 于 型 ,和 之 间 ， 公 理 TI 于 足 要 求 直 
线 ti 与 线段 BC 相交 - 即 a 与 & 机 问 ， 这 是 予 拓 ， 仿 此 车 设 反 国 
射线 型 4 与 6 有 一 公共 点 口 , 则 得 出 与 a 相交 的 了 矛盾 . 

定理 1 笠 面 上 通过 一 直线 外 的 任 一 点 ， 有 无穷 多 条 直线 趴 
该 直线 不 相去 


~ 1 BB: I} 


图 9.228 


“9.7.1 罗 巴 切 夫 斯 基 平行 线 定义 

欧 几 蛙 得 的 平行 线 是 共 面 而 不 相交 的 直线 ， 男 巴 切 夫 斯 基 的 
平行 线 定 义 比 这 复杂 得 多 . 

仍 设 4 为 一 直线 ，4 为 其 外 一 点 设 4P 1 a ， 卫 表 垂 足 , 直 
线 4P 将 平面 分 为 两 部 分 ， 我 们 约定 称 之 为 “ 右 " 半 平面 和 * 左 ? 半 
平面 。 仿 此 , 直线 a 分 平 古 成 两 部 分 , 4 所 在 的 称 之 为 * 上 ” 半 平 面 
{EE&| 9. 23). 

用 站 表示 4P 在 点 4 的 垂 线 ， 由 绝对 儿 何 知道 两 直线 # 女 a 
不 相交 ， 据 罗氏 公理 ,除外 有 无 穷 多 直线 通过 4 而 跟 a 不 相交 . 
这 些 眼 a 不 由 交 的 直线 中 的 任 一 条 的 可 于 线 与 半 线 4P 的 夹 角 用 
变数 & 表示 , & 是 连续 的 有 界 变 明 , 以 oo 表示 变量 < 的 下 奖 界 (最 
大 下 界 7， 寺 总 布 


me 
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0<an< 元 2， 

这 是 因为 , 以 悦 表 了 吉方 在 4 上 的 -一 个 分 点 ， 则 0 人 PA 并 > 
又 因 羡 不 是 跟 a 不 相交 的 唯一 直线 , 斯 以 oo 过 /2. 

通过 所 引 直线 ， 刁 其 右 闪 线 眼 4P 所 成 的 角 竺 于 go， 则 直 
线 #* 与 @ 不 相 兖 。 事 实 上 , 音 G 与 6 人 相交， 变 成 只 能 落 在 右 半 平 
而 上 ; 以 召 表 其 变 虑 ， 共 和 上 中 的 右 侧 改 有 一 点 站， 风 本 表 
PA4R', 央 有 oo-<w， 于 是 % 的 下 确 界 不 小 于 上 辕 而 大 寺 ae 了 ， 
这 与 % 的 定义 子 盾 ， 

用 a” 家 通过 4 并 女 a 关于 4P 成 对 称 的 直线 , a” 限 a' 一 样 
是 不 与 直线 e 相交 的 ， 

直线 qf 和 a” 组 成 两 对 对 顶 角 .通过 4 人 而 落 于 王 所 在 的 那 一 
对 对 顶 角 内 前 每 一 直线 都 与 4 相交 ， 而 落 于 另外 -对 对 项 角 内 
的 每 一 直线 都 不 和 & 相交 ， 至 于 a ,ea ， 下 和 证明 它们 属于 中 a 不 
相交 的 一 类 ,而 且 是 这 些 直 线 的 界限 直线 . 

4 和 和 a” 分 别称 为 通过 投 所 而 与 直线 平行 的 右 平行 线 和 诺 平 
行 线 ， 也 写作 a /aa ja。 央 此 有 

定理 2 在 罗氏 平面 上 ,给 了 一 直线 上 及 不 在 其 上 的 一 点 几 ， 
则 有 两 直线 与 于 平行 . 

可 能 认为 直线 台 对 于 点 44 讲 是 的 右 平 行 线 , 对 于 & 上 上 另外 
一 点 就 不 然 了 ， 实 则 不 然 ， 我 们 有 

定理 3 设 直线 ja 则 此 性 后 与 定义 中 点 入 的 选择 无 关 。 

我 们 复制 图 9.23, 在 w 上 任 取 一 点 本 在 4 的 布 傅 , 作 A4P_,a， 
我 们 来 证 明 , 从 交 发 出 的 射线 下 只 要 在 4 之 有 和 ww 之 下 ， 就 各 
和 直线 & 相交 (图 9. 24?， 事 实 上 ， 在 下 上 任 取 一 点 龟 ( 无 名 游 庶 
下 半 平 面 的 点 ) 引 射 线 48， 用 定 六 ， 尖 于 点 4 4 是 4 的 者 宇 行 
线 , 射线 4 人 8 既 在 4P 之 右 又 在 和 之 下 ， 重 应 与 4 丰 欧 二 一 眠 闻 . 
考察 从 4 到 和 节 所 在 的 直线 , 这 直线 跟 线 段 4 型 实 于 龟 ， 跟 残 狠 


*#9.7 蚁 巴 切 来 斯 基 玫 村 181 


4 不 可 能 有 公共 点 ， 所 以 射线 下 一 定 跟 线 段 了 P 民 亦 则 跟 直 线 a 
相交 ， 这 就 是 所 要 还 明 的 . 


| 车 9. 224 加 3.25 


再 讨论 直线 & 上 点 4 左 桐 任 一 点 4*{ 图 9.25). 引 A*P* | ua， 
设 a* 十 从 4* 发 出 的 射线 ,位 于 4*P* 之 有 以 及 之 下 ,要 证 骨 a* 
与 5 相交， 在 补足 oe* 成 直线 的 射线 上 任 取 一 点 @, 全 在 a 上 侧 半 
是 面 上 ， 详 Q4 直线 ， 由 假设 ， 直 线 a' 是 通过 A4 而 不 与 a 相交 的 
直线 集合 的 界限 ， 所 以 直线 日 4 必 交 4 于 一 点 时 在 王 之 在 .注意 
射线 通过 过 44*P* 的 顶点 4 此 画 在 这 角 的 肉 部， 可知 qa* 跟 线 
段 4P* 相 交 ， 直 线 a* 与 射 弘 4 班 的 交点 和 在 上 便 ， 应 用 帕 须 
公理 1 了 4 于 和信 A4P* 寻 和 射线 a*， 得 出 a* 必 与 线段 已 * 开 相交 从 而 
必 与 直线 4 相交 . 

上 别 对 于 右 平 行 线 的 证 法 , 出 适用 于 左 平行 线 。 证 完 。 

了 芒 照 罗 巴 切 去 斯 盐 见 何 , 直线 双 如 果 是 通过 其 上 某 点 而 与 直 
线 4 不 相交 的 直线 集合 的 界限 直线 ， 则 a' 称 为 直线 各 的 平行 线 。 


*9. ?7.2 平行 线 的 相互 性 (对 称 性 》 
我 们 先 证 明 鸭 氏 几 箱 的 一 个 重要 定 坦 
定理 4 任何 三 角形 的 内 商 和 小 于 两 直 前 . 
证 明 二 9.2.3 节 定理 1 在 绝 洒 上 用人 条 吊 ; 三 及 形 的 内 角 和 是 


TT 
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SN) 入 中 六 定理 1 证 有明 ， 若 SC 人)==x 则 第 王公 设 亦 即 公理 ?成 
下。 而 在 罗氏 几何 这 用 公理 站 ,所 上 摊 SC(A) 过 T. 
定理 5 设 直 线 区 在 指定 的 方 南 平行 于 直线 五 ， 则 五 也 在 同 
一 六 向 平行 于 a (图 9.26). 


图 9.26 


证 明 没 加 上 由 点 妹 莉 百 以 及 站 上 上 由 辟 到 五 的 方向 就 是 所 指 
定 的 方向 ， 联 4C, 要 证 志平 行 于 we ， 贞 十 五 是 通过 44 耐 跟 a 不 由 
交 的 一 条 直线 ， 倘 车 能 证 明 在 二 B4C 内 部 任 引 -一 射线 48 都 跟 4 
相 这 ,部 台 就 是 不 相 痰 线 的 界限 , 即 刀 平行 于 6 了 . 

为 此 作 4PJLe 在 8 上 点 了 的 两 侧 各 取 一 点 了 各 使 
FP=PG, 联 AF, 4G 所 得 入 A4FG 是 等 采 三 倪 形 , 昌 权 求 了 ,充分 
靠近 使 有 

FAG—2a< BAE. 

记 之 48G- AAG 一 pp， 由 外 角 定 理 , 人 AGD> AFG 一 斤 . 
因此 可 以 在 过 4GD 内 部 8 射线 G8 使 4GH=B, 由 于 qfb, 这 
射线 必 交 3 于 一 点 吾 . 在 4 上 截 而 二 8, 联 41. 于 是 入 40 号 眠 
和信 AFI 有 天 边 及 其 夹 角 对 应 相等 ， 所 以 和信 4F1 二 和信 49， 队 而 
FA GAH， 从 人 BAF 分 别 臧 去 此 式 两 端 得 

一 下 47 一 20< LBAE. 
可 知 射线 4 落 症 CC47 内 部 ， 从 而 射线 4 到 应 与 线段 C7 相交 
地 与 直线 a 相交 。 证 完 , 即 蔡 e7 8, 则 | 5a 
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*9. 7.3 平行 线 的 传递 性 

定理 6 设 直 线 4 和 如 在 同一 方 向 与 直线 6 平行， 则 它们 在 
此 方向 互相 平行 . (车 aje,bie, 轩 ajb) 

证 明 首先 , 4 和 五 不 能 禄 奖 , 否则 其 它们 的 交点 将 有 两 直线 
在 同一 方向 与 半 行 了 . 

为 了 证 明生 8, 区 分 是 种 情况 ， 

1” 设 直线 和 在 直线 e 癌 侧 ， 例 如 谱 立 分 于 站 和 = 之 他 
(图 9. 27). 

在 4 上任 农 一 点 4, 并 用 总 表示 6 由 本 指向 平行 方向 的 射线 . 
皮 证 明石 是 通过 4 而 不 跟 电 相交 的 射线 集合 的 界限 ， 为 此 ， 由 又 
引 射 线 吾 在 5 的 平行 方 商 一 侧 { 也 是 c 的 平行 方向 一 侧 ) 与 下 炎 
任意 小 角 6. 出 于 二 通 过 和 44 与 不 相交 的 射 弘 的 界限 ,# 必 与 e 
相交 ， 因 有 4 与 z 在 六 的 异 全， 所 以 &' 也 上 与 5 相交。 所 以 豆 也 二 
通过 4 而 与 5 不 由 交 的 射 强 的 界限 ; 同 a 5. 


- 


OC， 


四 汪汪 


图 4.27 冉 9.28 
2” 设 直 线 s 和 上 在 6 的 异 侧 . 
从 4 上任 一 点 并 问 平 行 的 一 侧 引 射线 《图 9. 328),， 使 其 与 5 
夹 一 任意 小 角 昌 ， 由 于 Gf 6 所 以 可 应 与 t 相当 义 国 66, 本 
也 应 与 相交， 可 见 从 4 出 发 而 不 跟 5 相交 的 射线 集合 以 为 界 
限 , 印 a 5， 证 完 ， 
到 此 可 知 ,尽管 里 氏 平行 线 比 欧 氏 的 复杂 , 但 在 指定 方向 与 一 


EE 
TO a 
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已 知 直线 平行 的 直线 集合 ,还 具有 了 欧 氏 平行 线 集 合同 样 的 性 质 . 
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罗氏 平 画 上 陪 不 相交 又 不 平行 的 两 直线 称 为 分 散 直 线 ， 在 平 
面 上 通过 直线 a 外 一 点 4, 有 了 两 条 直线 ,4” 与 4 平行 ,有 无 穷 多 
条 与 4 相交 , 有 无 穷 多 条 与 4 分散， 这 两 个 无 穷 多 条 以 中 和 9， 为 
分 界线 ， 

定理 7 同 委 直 于 一 直线 的 两 条 共 面 直 颖 是 分 汕 的 . 

证 明 ” 设 两 直线 上 ,加 在 点 站 , 8 与 直线 6 惟 直 ， 则 从 绝对 几 
何 命题 4 与 5 不 相交 ;但 它们 也 不 平行 , 因为 通过 4 而 与 总 不 相交 
的 直线 集合 不 以 & 为 园 限 ， 所 以 a 和 所 是 分 戎 直 线 . 

定理 8 设 平 面 上 两 直线 被 第 三 直线 所 截 ， 组 成 相等 的 同位 
衣 或 错 前 , 则 它们 是 分 项 的 。 

证 明 这 是 前 一 定理 的 推广 , 也 可 从 前 一 定理 引出 . 

用 as 和 五 表示 两 已 知 线 ，e 表 截 线 , 与 8a，V5 训 于 点 44，B， 以 
妃 表 线 银 48B 的 中 点 ,并 作 OP Le OO LE 图 9,.29)， 窗 易 看 出 两 
二 衣 三 角形 04P 和 0B4 合同 ,因而 人 40P= 人 人 BOQ， 于 是 POY 
构成 一 条 线段, 构成 垂直 于 a 各 38 的 线段 ， 质 以 按 定 理 7?,， 9 各 
是 分 获 直 线 ， 证 完 . 


图 9.29 国 38 
现在 我 们 来 泪 基 
定理 9 任意 两 条 分 散 直 线 必 有 唯一 的 公 生 线 。 因 也 ， 叭 一 
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公理 线 的 让 在 , 误 了 两 直 线 是 分 散 的 让 要 条 件 . 
首先 , 在 罗 民 平西 上 科 已 而 一 公 重 线 , 就 不 会 再 有 一 和 条， 事实 
二 ,如 果 4B 和 CD 郁 凑 直 村 AG 和 BP， 刚 4BDC 的 肉 前 和 千本 
四 直角 , 这 是 不 可 能 的 ， 因为 人 4BC 和 A 和 BCD 的 内 和 贡 和 部 小 于 二 : 
直角， 
为 了 证 本 公 重 北 存 在 , 先 证 一 个 引 理 ; 
引 理 设 a,5 为 性 两 直线 , 曲 为 了 上 一 点 ,人 4 是 中 的 香 线 ， 
且 设 寻 直 上 移动 时 ,世人 重 恤 AD 为 纯 角 [图 9.30)， 上 以 x 衣 距 离 
OE， 以 (7X) 表 对 到 4 的 距 岛 PP 时， 求证 (+) 是 连续 无 界 的 萤 增 
敬 数 ， 
证 明 在 霄 线 扬 上 到 两 点 对 及 型 、 设 
z=O0MLON,= 0 
虹 情 , 开 ,P, 足 4 的 锥 线 ， 
y=PM, yy:= PM 
由 罗氏 平行 公理 推 得 四 角形 QAP 的 内 角 和 <2x， 于 是 
LAGOWMT LONP<A, LOMP LAPMM,=:r, 
其 丝 可 知 一 PN 一 了 40 时， 可 见 当 乒 形 在 钝 角 一 侧 疝 前 移 
动 时 , 撼 节 愈 来 你 天. 
在 PE 上 截取 PIN = PH, 歌 代 N ,看 徐 开 里 四 角形 PP1N 
中 上 底 角 人 PP 台 和 N= 人 PN 性 是 锐角 ,AP 几 幸 , 是 印 角 ， 环 末 点 六 
介 于 Pi, 型 ,之 问 , 国之 Pi 计 P 放 ,是 见 当 x 六 x 人 恒 有 fx) 计 7(7)， 
这 祥 函 数 (C2) 的 单 增 性 汪 明 了 ， 
现 手 办 ArY=x MN, My= y=NM, {Ar20, 
Ay 一 0)， 从 不 等 式 


NMHCNY+ MN 
雇 尺 名 村 二 时 放 丰 在 和 NEE 中 ,一 边 对 锐角 ， 一 边 对 钝 角 )， 得 
NA < Mi, | 弄 | 矶 2 
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仿 此 , 当 Axz<0hi, 有 ijA¥| 气 21Axl, 

总 之 ; 于 AX-70 时 出 有 Ay->0, 故 蕊 的 连续 件 得 证 . 

还 又 证 晶 当 x 无 界 增 大 时 ; 人 XY) 形 无 界 增 大 ， 为 此 , 在 8 上 取 
虑 开本 从 = 有 WH ,并 作 Pea, 记 r=0OMs, y=- 了 lz:) 
= PWM = 一 y = 一 总 于 是 

{1) PM::y, PM=y¥th, PN:—=y+ +. 

在 射线 Pi 上 截取 PJ@=PyNo, MR=NM. 加 和 A 人 MIMN 
女 和 六 半 | 开 ;RR 因 两 边 及 天 角 对 应 相等 而 合 乌 。 因 之 人 对 RR 二 
本 有 NM 但 二 好 浆果 是 萨 开 里 四 角形 中 锐角 一 到 六 忆 的 社 角 ， 
因 之 跟 它 相等 的 角 达 并, 是 名 角 ， 又 达 寻 加 于 是 李 开 明 四 角 
形 的 上 底 前 , 序 赴 锐角， 比较 忆 形 .RMs 跟 芝 于 ,8M 的 大 小 ， 出 
外 骨 定 理 断 定 呈 介子 于 | 和 昌之 间 , 即 订 , 旬 六 车 1 甩 ,或 各 汪 训 . 

于 是 从 (1) 式 得 P= 2) 1 有 记 fY) 十 2&!， 仿 此 推 得 

fixo: ns) = PM fro nk (ss= MM 10=ONM), 
此 式 表 明 所 天 ) 随 宇 无 界 地 增长 ， 引 理 证 完 . 

广 意 ， 推 理 过 程 中 盟 用 过 罗氏 公理 , 这 引 理 却 属 于 绝对 几何 . 
在 欧 瓜 平面 上 上, 显然 有 

fire) = yo Fro s) = go hs, Fro Rs) 一 于 (wo) 二 各 而。 

现在 回 到 定理 9 的 证 明 ， 证 明 丙 分散 直线 必 有 - - 公 玲 线 ， 

设 a，58 为 两 分 散 直线 , 和 MN 
是 从 所 上 一 点 型 引 癌 a 的 刁 线 
(图 9.31)、 若 型 交 也 垂直 于 到， 
由 证 明 已 毕 ， 因 此 谨 亚 六 不 垂直 
于 BB ， 和 而 且 在 5 上 标明 正方 向 使 
与 开交 组 成 钝 角 ， 由 引 理 ， 当 亚 
向 正方 向 变动 时 ， 距 山形 站 是 无 
究 地 连续 单 增 隐 ， 
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我 们 米 证 明 , 从 蒜 一 瞬间 开始 , 对 于 向 负 方 向 变动 的 点 ， 也 存 
在 这 才情 沈 . 

直线 江 N 分 平面 为 正 时 六 平 效 和 人 负 向 半 平 面 ， 在 负 向 半 平 曾 
上 , 由 点 如 引 射 线 Eq, 出 于 a 和 5 古 分 散 的 , 射线 5 比 直 线 5 的 
负 射 缕 更 接近 十 4， 因此, 设 如 ' 为 5 的 负 射 线 工 一 点, 并 引 'N' 
a, 则 六 'N' 旺 射线 的 交 上 名 卫 落 在 线段 NN' 上 ,中 M'N'>> MP， 
若 引 型 人身 5， 显然 有 形 呈 >> 形 和 所 以 开交 全 可 号 但 按 引 理 ， 
当 点 着 ' 离开 角 顶 型 无 限 远 去 时 ， 垂 线 弄 "名 是 连续 无 界 建 单 载 的 ， 
因此 将 六 也 将 连续 无 界 地 单 增 . 

在 直线 5 卡 取 一 个 泽 标 原点 ， 并 取 忆 的 正 向 为 开标 正 向 ， 用 
+ 开动 点 于 的 坐标 ， 用 1(7) 表 垂 线 如 NN 的 长 谋 ， 由 推 证 5| 理 过 
程 , HZ) 是 恒 为 正 的 连续 国 数 , 并 上 且 当 Y 赵 于 十 co 或 一 ce 时 ，Fz) 
无 界 地 增 大 ， 由 此 可 知 : 第 一 ，f(X) 有 正 的 极 小 值 f(xo); 第 -二 ， 
对 于 大 于 f(xo) 的 每 个 值 ， 函 数 fC#) 于 少 对 二 两 个 不 同 的 x 信和 
此 值 : f(z1) = 二 f(zz). 用 形 ， 对 表 相 应 的 两 点 ,用 MY 和 ws 
表 引 问 a 的 笑 线 .于 是 凋 ,N,N s 是 萨 开 里 四 角形 , 由 9.2.2 节 定 
理 1， 这 池 闻 殿内 角 懂 上 上 下山 底 中 点 的 联 线 垂直 于 4 和 5.。， 两 分 
芍 直 线 a,5 公 焉 线 的 存在 证 明了 ， 我 们 还 看 到 两 条 分 散 直 线 在 其 
公 垂 线 的 两 出 无 限 地 远离 ， 

我 们 顺便 提 一 下 ， 两 分 散 直 线 由 五 之 一 上 的 各 点 在 另 一 线 上 
的 5( 正 ) 射 影 只 能 填 误 第 二 线 的 有 限 线段 . 设 48 是 它们 的 瞧 一 公 
王 线 ， 从 点 B3 引 sa 的 平行 线 cl 和 cs (图 9.32)， 并 在 直线 5 上 各 点 
引 二 的 垂 线 , 按 9.3 节 第 五 公设 的 第 七 个 等 价 命 题 (这 是 9.2.3 节 证 
理 III 证 明 过 程 启 包 的 ), 要 这 些 垂 线 总 和 ol 或 cs 相交, 就 必须 采 
用 欧 儿 里 得 第 五 公设 .因此 在 罗氏 平面 上 ， 直 线 了 8 上 离开 点 BB 充 
分 远 的 点 处 的 导线 ， 便 不 跟 射 线 ci 和 和 cs 相交 ， 以 7 表示 这 些 不 
相交 年 线 和 点 召 的 距 岗 的 下 确 界 , 并 在 上 标 出 两 点 C 和 Ca 使 福 
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OB =BO,=7. 那 订 ， 用 显 地 , 直线 a 上 所 有 名 点 在 5 上 的 射影 
只 能 落 在 线 诺 CC 内 部 ， 


图 9.32 全 9.33 


从 下 面 9.7.6 六 的 证明， 在 虑 型 C 所 作 二 的 垂 线 分 别 平行 
于 ei 和 cs, 按 平 行 线 的 传递 性 因而 也 就 平行 于 = . 

倘若 作出 图 9. 32 关于 直线 已 的 对 称 形 , 就 香 到 图 形 9.33, 这 
是 网 氏 几 何 中 没有 的 特殊 “四 边 形 "， 它 的 边 和 对 角 线 在 第 头 的 广 
向 相互 平行 . 


#*9.7.5 两 平行 线 的 相关 位 置 

定理 10 。 愉 两 平行 线 之 一 上 的 动 点 到 另 一 线 的 距离 ， 当 动 点 
向 平行 方向 变动 时 趋向 于 需 ， 而 当 动 点 向 反对 方向 变动 时 则 无 界 
地 增 大 . 

证 明 设 站 线 4 5 以 如 表 9 上 动 点 ;而 肛 N .L858( 图 9,34). 丰 
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平行 的 一 侧 , 线段 末 N 与 & 组 成 锐角 ， 由 定理 9 的 引 理 , 当 谎 济 平 
行 的 反 向 移动 时 ， 开 六 的 长 度 无 界 地 单 增 , 而 当 形 济 斑 行 方向 移动 
上 时， 三 华 减 . 

我 们 求证 骨 后 者 , 即 于 六 单 碱 以 趋 于 零 为 限 ， 

在 直线 上 上 取 一 点 4，9814B3 要 证 明 企 给 了 正 数 <, 不 论 
多 小 ， 总 有 导 的 一 个 位 置 存在 满足 于 久 <e， 若 A488 二 ze， 则 于 平面 
上 上 职 一 直线 8 ， 并 于 其 上 到 一 点 和 No, 作 重 线 , 且 截 No 可 Hy 二 e， 从 点 
M0 引 直 线 q' 平行 也 六 。 我 们 让 一 动 点 型 在 4 上 沿 平行 的 反问 移 
动 , 则 点 时" 到 直线 的 距离 形 " 六 连续 而 无 界 地 单 增 ， 则 于” -… 定 
有 这 禅 一 个 位 置 使 形 和 的 长 度 等 于 4B， 以 4' 和 吾 表 这 一 瞬 阅 
的 型 "和 六 '， 将 直线 ae 和 5 组 三 的 图 形 挪动 ， 以 使 重合 于 8 且 B' 
重合 于 如 ,而 且 使 wz 与 5 的 平行 方向 跟 与 平行 的 方向 一 禾 . 提 
于 二 五 :: 4B, 点 由 重合 于 4， 又 出 于 通过 一 点 只 能 了 [一 直线 在 指 
定 方向 与 已 知 直线 平行 , 所 以 直线 qa' 重合 于 和 ， 设 点 型 这 时 的 位 
置 是 并 6 而 六 6 的 相应 位 置 为 加，， 则 年 线 于 oNo 的 长 度 就 小 于 预先 
维 定 的 z:， 证 完 . 

简单 地 总 结 一 下 , 平面 上 两 直线 有 三 种 相关 位 置 ， 或 相 广 ,或 
分 茹 ,或 平行 两 分 散 直 线 的 特征 是 它们 有 唯一 公 雪 线 , 这 是 它们 
间 的 最 短 托 离 ， 在 公 雪 线 两 仙 这 两 线 逐 渐 无 办 地 和 远离， 至 于 两 半 
行 直 线 , 则 在 一 个 方向 无 限 地 接近 ,而 在 相 皮 的 认 向 无 界 地 远离 ， 
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平面 上 设 有 直线 4 及 其 外 一 点 和 二， 引 4P ;ws， 遂 过 43 两 下 
线 z 及 2 在 两 个 方向 平行 于 4 则 4P 和 2 所 虎威 的 锐角 等 于 4P 
和 Wa 所 形成 的 锐角 和， 这 锐角 称 汶 点 4 对 于 直线 G 的 平行 角 . 4P 称 
为 乎 行距 。 

定理 11 平行 角 由 平行 更 所 完全 决定 ， 
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证 明 设 点 44 到 直线 a 的 距 腐 4P 等 于 点 4 到 直线 e 的 距离 
4P， 以 x ，w' 分 别 瑚 两 者 的 平行 角 ( 图 9. 35)、 因 此 只 旨 求 证 明 
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图 9. 35 

以 ,Ww 分 别 表 通 过 点 4, 4' 而 跟 直 线 a ，a' 右 平行 的 直线 ， 
若 定理 的 反面 成立， 例如 设 %<a' 通过 点 4 引 直 线 w 使 在 4'P" 
志向 与 4'P' 的 来 角 等 于 &， 出 于 ww 了 ，2 应 在 右 侧 与 r 交 于 一 
点 @'， 在 4 上 点 卫 右 侧 截 线段 P89 二 户 ， 则 入 APB8 跟 和 A'P'9' 
因 两 边 及 其 类 舶 分 别 相等 而 合同 ， 于 是 P48 二 a, 因而 直线 区 应 
与 直线 498 重 合 , 4 就 不 是 的 平行 线 了 ， 定 理 得 到 友 证 ， 

以 z 表 平行 上 距 , 以 a 家 平行 角 ， 证 明了 是 x 的 葬 数 ,引用 罗 
巴 切 夫 斯 基 的 符号 写 为 w= 二 x(z). 这 霄 数 在 非 欧 几 何 占 基本 地 入， 
我 们 来 赋 究 它 的 一 些 最 简单 的 性 
质 ， 

1” mgfz) 是 和 的 草 减 国 数 : 

设 是 4 的 有 于 行 线 ， 筷 入 
是 sz 上 两 点 , 4 在 4 之 (图 9. 36). 
由 9,9.1 节 定理 3 ,平行 性 与 点 
4 或 4 的 选取 无 基 . 设 4P=x， 图 9. 36 
Pi 二 x 是 虞 4 区 平行 跟 , &% ,是 相应 的 平行 角 ， 由 9.7.4 闻 
引 理 ，zi 达 x， 芭 因 四 角形 4PP;d 届 的 内 和 角 和 小 子 一 直角， 改 有 
【 记 po AAP) 

gtF<2d= a 8, Rae,>a, 
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出 mi<t ,而 xc 表明 荆 05) 是 单 碱 铺 数 . 

2 TzZ) 取 口 与 了 /2 间 的 一 切 值 : 意思 是 说 ， 任 给 了 一 锐角 
aa， 它 一 定 芷 其 一 线段 子 的 平行 角 ， 以 口 表 期 交 的 项 点，a 和 $3 是 
它 的 过 .在 加 氏 乎 面 上 上 ， 射 线 4 上 离开 点 局 充分 远 寻 的 正直 线 便 
不 再 和 射线 疡 相 兖 , 否则 欧 氏 第 五 公设 成 立 ， 

设 形 是 射线 a 上 上 上任 一 点 ， 在 这 样 的 点 于 所 玫 的 垂 线 不 跟 射 
线 8 相 受 ， 这 样 的 点 性 有 下 界 , 因而 有 最 大 下界， 以 开 o 表 最 大 下 
异 , 或 者 说 让 z= 0VYo 必 距离 0 的 最 大 下 界 ; 以 6 表 46 在 性 ,的 疏 
线 ， 我 们 来 证 湖 8, 了 

为 此 ,首先 要 能 断定 后 和 3 不 相 变 ， 用 反 证 法 , 设 刀 与 5 交 干 
一 点 六 只 图 9.37 左 )， 在 上 科 一 点 入 使 各 介 于 点 0 与 Nl 之 间 ， 
并 作为 | 天, 上 4, 记 6 = 好 和， 研 然 在 于 ,处 的 午 线 是 跟 天 相交 的 ， 
可 见 日 条 全 口 时 | =“z 二 ee， 这 样 一 束 , DW 的 展 大 下 界 将 宇 x 上 2 计 工 ， 
这 跟 辽 是 @ 于 的 最 大 下 界 的 定 艾 矛盾、 所 以 证 明了 to 跟 训 不 相交 . 

还 要 证 明 ; 通过 型 旦 中 五 不 相交 的 直线 集合 里 ，i 是 界限 襄 
线 ， 设 号 是 通过 点 池 o 的 任意 射线 , 但 与 如 在 5 的 同 侧 且 与 锐角 < 
充 & 的 同 侧 {图 9.37 右 )， 在 5 上 到 一 点 P 使 位 于 角 % 内 部 , 并 引 
P 六 | a， 有明 如 地 科 足 如 在 0 和 并 ,之 向 ， 因 此 重 线 了 孚 与 射 维 交 
于 一 点 访 , 由 于 射 绥 引 与 人 OQ 闻 育 的 边 慑 玉 相 交 而 与 边 0 有 如 不 相交 ， 
所 以 由 由 顷 公 理 ， 射 线 总 一 定 和 射线 已 相交 证 明了 各 确 昨 弄 限 
线 ， 
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所 以 证 明了 B56 5. 即 是 说 ,给 了 锐角 a 就 一 定 有 线段 0 No 二 x， 
使 & 一 fCz) 证 明了 rz 确实 取 (0 zx/2) 内 的 一 切 值 . 
3” 示 数 () 是 连续 的; 


， ， 亚 
[二 8 0 


由 上 者 的 证 明 有 zs 和 zs 满足 Ttza) 一 ca T(x3) 一 %3， 取 
=min(a, — Za, Ys—X1), 
则 由 zx(z) 的 单调 性 。 当 |z 一 x 之 6 时 , 便 有 
| (YX | ee, 
所 碎 x(2) 在 (9, 200) 是 连续 函数 , 
4° limmfzy 一 0: 
给 定 Ee 六 0, 由 上 上 面 的 还 明证 正 数 如 使 CC =2。 于 是 由 单 减 
诈 , 当 z>G 时 , 便 有 x(z) 二 x(9)=e， 所 以 
lim x Cx)=0, 
8° lima(tr) =a 2. 
Paral 
妆 *->0 十 时 , 连续 函数 x(z) 单 调 增 大 但 又 有 上 界 x/2， 所 以 
当 z->0 十 时 , x(x) 必 有 一 极限 和 /2 
基 mi 和 12, 则 由 于 x(2) 的 单 育 性 ，szr(3#) 就 不 能 取 介 于 % 与 
xj2 之 间 的 锐角 值 了 , 跟 . 上 闸 证 肖 的 结果 予 盾 ， 所 以 
lima (2)= /2. 
总 结 以 上 记述 得 
定理 12 一 点 对 于 一 直线 的 平行 前 愉 是 这 记 到 该 直线 的 臣 离 
和 的 胃 数 ;江天 了 (ZJ， 这 面 数 是 连续 的 第 减 淹 数 , 且 有 
1imrftzy 一 rr2 limg (2)=0., 
从 limz(z) 一 4j2 可 以 知道 ， 对 于 微小 的 ,平行 角 接 近 于 
直角 ， 因 而 在 空间 的 小 范围 内 ， 黎 区 几何 跟 欧 区 几何 的 差异 相对 


这 些 侍 质 从 靖 数 x(z) 一 2arc lze “交友 大 式 (参考 钱 端 壮 《 几 
何 臣 础 3p,255) 研 一 [| 汪 然 的 ， 这 里 Pp 菠 一 个 正 的 常数 ; 它 的 选择 


棠 于 是 尺 度 的 选 拓 . 


习 题 
.1 证明 三 角 诺 内 共和 为 带 数 这 一 命题 与 第 五 公设 等 价 . 
gz 证明 闻 不 合同 的 本 个 相 优 三 衣 形 在 在 这 - -命题 与 第 天 公设 千 
9.3 证 明永 通过 和 六 AB82 和 在 一 夺 点 的 下 面具 与 线 算 忆 8 相关， 则 必 与 线 
破 4C 点 BC 相 讼 ， 
在线 舱 AD 上， 
局 作 线 陆 BD 上 ， 
.5 拱 点 局 和 加 部 介 二 本 和 [BB 之 问 ， 划 世上 问 的 丁点 讶 必 在世 8B 
之 辣 . 
9. 州 公理 证 明 ， 该 在 丰 4AB0 生产 机 站 人 中 有 有 
Er 一 
时 AABO= .AA BO 
9.7 出 公干 证 明寺 在 AABC 和 入 A'B'O' 中 在 
AB= 机 于 ,= 二 
则 A ABOA A BT, 
9.83 出 公理 证 明 : 设 和 4BC 和 入 4'B'C” 中 有 三 起 依 议 相等 ， 则 必 


4.4 证 明 阅 内 以 正六 边 形 的 辽 长 人 淮 于 国 半 答 这 命题 与 第 五 公设 千 


9.10 车 一 直线 通过 - -图 的 一 个 内 点 , 则 必 与 此 加 相交 于 两 点 ， 
*9. 1 证 明和 芷 婴儿 下 向 由 ,三 前 形 的 内 前 和 页 总 定常 娄 ， 
*9.12 证明 在 艾 氏 几何 中 , 半 轩 的 内 楼 胡 小 于 直角 ， 
*9, 13 在 风 民 六 崭 未 设 口 为 和 人 ABC 两 和 角 兴 和 口 的 平分 线 的 交点 , OD 1 
BC DD 为 准 是 ， 注 如 最 UD 还 由 的 直线 分 别 帝 关 本 0 EF， 迹 明 BR 
BE CR, 
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*9, 1 在 罗氏 平面 土 以 - :直线 埠 西 事 行 线 , 述 明 在 平行 方向 的 同 仙 内 角 
和 小 于 二 直角 

+9.15 在 平西 上 直线 9 的 辐 侧 引 两 直线 嫩 6 在 不 同 的 方向 符 行 二 a, 那 
末了 与 5 总 相 人 光碟 3 

#9. 16 证 时 二 角 雍 琴 边 中 点 的 联 线 女 第 三 边 芷 分 卜 直线 . 

*9.17 在昌 绕 平面 于 从 直线 站 一 点 到 直线 上 二 点 腾 成 二 线段 , 证 明 人 它们 
的 中 点 不 止 线 . 

“9 应 明 三 角 拱 王 边 中 点 的 胖 线 段 息 十 第 过 的 一 灶 这 一 命题 跟 第 

会 这 等 价 . 

*9, 二 征明 罗 这 于 而 上 竺 刘 两 对 和 行当 总 可 以 管 合 ， 

,20 证明 果 全 隆 开 虹 妈 币 形 如 漆 有 柑 罕 的 锐 前 以 攻 相 等 的 上 臣下) 
底 迪 ,就 是 全 同色 睫 ， 
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